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Vorwort. 


JJas  wichtigste  Hilfsmittel  zur  analytischen  Erforschung  der 
metrischen  Eigenschaften  des  Raumes  werden  stets  die  recht- 
winkligen Koordinaten  Descartes*  bilden;  für  die  erste  Einführung 
des  Studierenden  in  die  analytische  Geometrie  sind  sie  geradezu 
unentbehrlich.  Der  Anfänger  will  nur  mit  solchen  Gröfsen  ope- 
rieren, welche  eine  klar  hervortretende  geometrische  Bedeutung 
haben  und  welche  sich  infolgedessen  in  jedem  Augenblicke  durch 
Konstruktion  zur  Anschauung  bringen  lassen.  Diese  Eigenschaft 
bildet  aber  einen  besondern  Vorzug  der  Cartesischen  Koordinaten. 
Dazu  kommt  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  in  die  Theorie  dieser 
Koordinaten  eindringen  kann;  sobald  der  Anfänger  einige  wenige 
Begriffe  aufgenommen  hat,  vermag  er  mit  ihrer  Hilfe  auf  analy- 
tischem Wege  zahlreiche  Lehrsätze,  die  ihm  bis  dahin  unbekannt 
waren,  aufzufinden  und  zu  beweisen.  Daher  darf  man  den  Unter- 
richt in  der  analytischen  Geometrie  nur  mit  diesen  Bestimmungs- 
gröfsen  beginnen. 

Andererseits  mufs  man  aber  von  jedem  angehenden  Mathe- 
matiker auch  volle  Beherrschung  der  Dreiecks-Koordinaten  in  der 
Ebene  und  der  Tetraeder-Koordinaten  im  Räume,  der  sog.  ho- 
mogenen Koordinaten,  verlangen.  Will  der  Studierende  dies  Ziel 
mit  Sicherheit  erreichen,  so  mufs  er  sich  möglichst  früh  mit  diesen 
Gröfsen  bekannt  machen;  er  mufs  ihre  Beziehung  zu  den  Carte- 
sischen Koordinaten  genau  kennen  und  mufs  endlich  dazu  ange- 
halten werden,  mit  den  neuen  Koordinaten  zu  arbeiten.  Demnach 
erachte  ich  es  für  das  beste,  den  Anfänger  ganz  rasch  unter 
Benutzung  der  Cartesischen  Koordinaten  mit  den  einfachsten  Eigen- 
schaften der  Kurven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  bekannt  zu 
machen   und   ihn   dann   sofort   in  die   homogenen   Koordinaten 
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einzuführen.  Wer  bereits  mit  Hilfe  leichterer  Rechnungen  in  die 
Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  eingedrungen  ist,  hat 
hinreichendes  Interesse  für  die  Anwendung  der  Analysis  auf  die 
Geometrie  gewonnen,  um  vor  längeren  Darlegungen,  wie  sie  die 
Einführung  der  neuen  Koordinaten  nun  einmal  notwendig  macht, 
nicht  zurückzuschrecken.  Auch  bietet  sich  dem  Studierenden 
alsdann  noch  Lehrstoff  genug,  in  den  er  sich  mit  dem  neuen 
Hilfsmittel  hineinarbeiten  mufs,  um  einerseits  vollständig  in  die 
Theorie  der  homogenen  Koordinaten  einzudringen,  andererseits 
für  die  Mühe  belohnt  zu  werden,  welche  mit  der  Aneignung  der 
neuen  Methode  verbunden  ist.  Als  den  trefflichsten  Gegenstand 
zur  Einübung  der  homogenen  Koordinaten  erachte  ich  die  Lehre 
von  den  Polareigenschaften  der  Kurven  und  Flächen  zweiten 
Grades.  Denn  erstens  sind  homogene  Koordinaten  für  die  Be- 
handlung dieses  Gebietes  am  geeignetsten;  zweitens  lassen  sich 
die  meisten  Eigenschaften  jener  Kurven  und  Flächen  den  Polar- 
eigenschaften unterordnen  oder  doch  zu  ihnen  in  Beziehung  bringen. 
Dadurch  erwachsen  aber  dem  Unterricht  zahlreiche  Vorteile.  Der 
Mathematiker  kann  nicht  früh  genug  dazu  angeleitet  werden,  eine 
einmal  angewandte  Untersuchungsmethode  nach  den  verschie- 
densten Seiten  zu  verfolgen.  Zudem  werden  verschiedenartige 
Entwicklungen  leicht  verständlich,  wofern  sie  von  einem  einzigen 
Grundgedanken  beherrscht  werden.  Je  mehr  endlich  die  Zahl  der 
Lehrsätze  anwächst,  welche  im  Gedächtnisse  festgehalten  werden 
müssen,  um  so  notwendiger  wird  es,  zahlreiche  Einzelsätze  in 
einem  einzigen  allgemeinen  Satze  zusammenzufassen. 

An  sich  sind  die  homogenen  Dreiecks-  und  Tetraeder-Koordi- 
naten besonders  geeignet,  um  die  projektiven  Eigenschaften  zu 
erforschen;  sie  direkt  für  die  Metrik  zu  benutzen,  würde  verkehrt 
und  geradezu  schädlich  sein.  Sie  leisten  aber  auch  für  die  Er- 
forschung der  metrischen  Eigenschaften  wesentliche  Dienste,  so- 
bald man  die  uneigentlichen  Gebilde  eingeführt  hat.  Dafs  diese 
Gebilde  zuweilen  (hoffentlich  von  keinem  Mathematiker)  falsch 
aufgefafst  und  mit  wirklichen  Gebilden  verwechselt  werden,  kann 
keinen  Grund  bilden,  sie  vom  Unterrichte  auszuschliefsen.  Bei 
richtiger  Behandlung  wird  auch  der  Anfänger  in  ihnen  nichts 
weiter  erblicken,  als  ein  Mittel,  verschiedenartige  Sätze  sprachlich 
zusammenzufassen  und  einheitlich  zu  begründen.     Er  wird  dies 
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Hilfsmittel  aber,  nachdem  er  sich  in  den  Gebrauch  hineingelebt 
und  seine  Vorzüge  kennen  gelernt  hat,  nicht  mehr  entbehren 
wollen.  Dennoch  wird  es  gut  sein,  wenn  man  den  Lernenden 
beim  weiteren  Fortschreiten  zwingt,  sich  stets  die  in  dem  zu- 
sammenfassenden Satze  enthaltenen  geometrischen  Einzeisätze  klar 
zu  machen  und  die  Beweise  auch  unabhängig  von  jenem  Hilfs- 
mittel zu  führen. 

Nach  der  Einführung  der  unendlichfernen  Gebilde  stellen  sich 
die  Cartesischen  Koordinaten  als  ein  specieller  Fall  der  homogenen 
Koordinaten  dar.  Schon  aus  diesem  Grunde  darf  man  sich  nicht 
scheuen,  für  zahlreiche  Untersuchungen  wieder  auf  die  Koordi- 
naten Descartes'  zurückzugehen.  Um  nur  ein  Beispiel  anzuführen, 
verweise  ich  auf  die  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades.  Die 
Eigenschaften  dieses  Systems  von  Flächen  führen  sich  auf  mög- 
lichst wenige  Principien  zurück,  wenn  man  dasselbe  mit  Plücker 
als  eine  solche  Flächenschar  zweiter  Klasse  betrachtet,  welcher 
der  unendlichferne  Kugelkreis  angehört.  Man  wird  daher  am 
besten  zuerst  die  Schar  der  Flächen  zweiter  Klasse  untersuchen  und 
dabei,  weil  dies  Gebiet  der  Projektivität  angehön,  Tetraeder- 
Koordinaten  benutzen;  alsdann  wird  man  die  hierfür  gefundenen 
Resultate  auf  den  angegebenen  besondern  Fall  übertragen  und 
zuletzt  die  Theorie  der  konfokalen  Flächen  mit  Hilfe  von  recht- 
winkligen Cartesischen  Koordinaten  zum  Abschlufs  bringen. 

Der  Fälle  sind  aber  recht  viele,  wo  die  mit  den  rechtwink- 
ligen Koordinaten  vorzunehmenden  Operationen  erst  dann  in  ihrer 
vollen  Bedeutung  gewürdigt  werden  können,  wenn  man  die  Be- 
ziehung zu  allgemeinen  projektiven  Untersuchungen  kennt.  Auch 
hierin  liegt  ein  gewichtiger  Grund  dafür,  die  homogenen  Koordi- 
naten recht  früh  einzuführen.  Dem  Lernenden  erwächst  dann 
der  Vorteil,  dafs  er  schon  im  Beginne  seiner  Studien  angehalten 
wird,  sich  jedesmal  für  die  ihn  beschäftigende  Untersuchung  die 
passendsten  Koordinaten,  überhaupt  die  geeignetsten  Hilfsmittel 
auszuwählen. 

Eine  solche  Behandlung  der  homogenen  Koordinaten,  wie 
sie  mir  nach  den  vorstehenden  Darlegungen  notwendig  erscheint, 
habe  ich  in  den  mir  zugänglichen  Büchern  nicht  gefunden.  Zwar 
gehen  die  gröfseren  Werke  über  analytische  Geometrie,  an  denen 
unsere  Litteratur  glücklicherweise  keinen  Mangel  hat,  auch  auf 
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jene  Koordinaten  ein.  Aber  einerseits  beabsichtigen  diese  Bücher 
mehr,  den  gesamten  bis  jetzt  gewonnenen  Wissensstoff  mitzu- 
teilen oder  zur  selbständigen  Forschung  anzuregen,  und  eignen 
sich  schon  aus  diesem  Grunde  weniger  für  die  erste  Einfuhrung; 
andererseits  überlassen  sie  dem  Leser  die  Beantwortung  mancher 
wichtigen  Frage  und  bieten  so  dem  Anfänger  zu  grofse  Schwie- 
rigkeit. Aus  diesem  Grunde  glaube  ich,  manchem  Studierenden 
einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  den  zweiten  Teil  meiner 
Vorlesungen  über  analytische  Geometrie,  wie  ich  sie  seit  einer 
Reihe  von  Jahren  an  der  hiesigen  Akademie  halte,  zu  einem 
Lehrbuche  ausarbeite  und  dem  Druck  übergebe. 

Ich  setze  somit  in  den  folgenden  Entwicklungen  die  Bekannt- 
schaft mit  den  Cartesischen  Koordinaten  und  einige  Übung  in 
ihrem  Gebrauche  voraus.  Hierfür  möchte  ich  vor  allem  auf  die 
Lehrbücher  von  Frischauf,  Ganter  und  Rudio,  sowie  von  Schur 
verweisen.  Wer  aus  einem  dieser  Bücher  die  einleitenden  Kapitel 
und  auch  den  einen  oder  andern  weiteren  Abschnitt  aus  der 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  durchgenommen  hat,  wird 
mit  Leichtigkeit  in  das  vorliegende  Lehrbuch  eindringen  können. 

Von  analytischen  Vorkenntnissen  durfte  ich  auf  die  wichtig- 
sten Sätze  aus  der  Theorie  der  Determinanten  nicht  verzichten. 
Dagegen  war  ich  nicht  genötigt,  von  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung Gebrauch  zu  machen.  Diejenigen  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiter  Ordnung,  bei  deren  Herleitung  die  Infinitesimal- 
rechnung nicht  entbehrt  werden  kann,  werden  meines  Erachtens 
am  besten  bei  der  allgemeinen  Lehre  von  den  krummen  Flächen, 
speciell  hei  der  Krümmungstheorie,  durchgenommen.  Jedoch 
erachtete  ich  es  aus  mancherlei  Gründen  für  angebracht,  wenig- 
stens in  den  Übungen  partielle  Differentialquotienten  zu  benutzen. 

Dafs  ich  die  Projektivität  aus  der  Metrik  hergeleitet  und  nicht 
selbständig  begründet  habe,  wird  man  hoffentlich  bei  dem  Cha- 
rakter des  Buches  billigen.  Reifliche  Erwägungen  waren  es  auch, 
die  mich  bestimmten,  die  Plückerschen  Koordinaten  der  geraden 
Linien  des  Raumes  nicht  aufzunehmen. 

Nur  ungern  habe  ich  darauf  verzichtet,  in  einem  historischen 
Überblicke  die  Entwicklung  der  homogenen  Koordinaten  darzu- 
legen. Ich  verkenne  nicht,  dafs  es  auch  für  den  Anfänger  inter- 
essant und  bildend  sein  mufs,  zu  erfahren,  in  welchem  Sinne  dies 
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Hilfsmittel  von  den  einzelnen  Forschern,  welche  es  zuerst  benutzt 
haben,  angewandt  worden  ist.  Aber  ich  mochte  den  Umfang  des 
Buches  nicht  weiter  anwachsen  lassen  und  durfte  aus  diesem 
Grunde  auf  die  allmähliche  Entwicklung  der  Methode  nicht  ein- 
gehen. Infolge  dessen  hatte  es  keinen  rechten  Zweck,  bei  ein- 
zelnen Lehrsätzen  den  ersten  Entdecker  anzugeben;  ich  mufsfe 
also  von  allen  Litteratumachweisen  absehen. 

Den  einzelnen  Paragraphen  habe  ich  zahlreiche  Übungsauf- 
gaben beigefügt. '  Wenn  manche  unter  ihnen  dem  gereifteren 
Leser  zu  einfach  erscheinen  sollten,  so  wolle  er  berücksichtigen, 
dafs  sie  hauptsächlich  den  Zweck  haben,  die  vorgetragenen  Sätze 
und  Methoden  einzuüben  und  zu  befestigen,  und  dafs  aus  diesem 
Grunde  die  Lösung  auch  dem  Anfänger  keine  Schwierigkeit  bieten 
darf.  An  einzelnen  Stellen  habe  ich  schwierigere  Übungen  ge- 
geben, dann  aber  auch  eine  Anleitung  zur  Lösung  beigefügt. 

Dem  ersten  Teile,  welcher  die  Geometrie  der  Ebene  behan- 
delt, habe  ich  zahlreiche  Figuren  beigegeben.  Das  schien  mir 
für  den  zweiten  Teil,  die  Geometrie  des  Raumes,  nicht  notwendig. 
Bei  der  engen  Beziehung,  in  der  die  beiden  Teile  zu  einander 
stehen,  erleichtert  der  Vergleich  mit  der  entsprechenden  ebenen 
Figur  das  Verständnis  weit  mehr,  als  evne  noch  so  gute  Zeichnung 
es  vermag.  Für  die  Flächen  zweiter  Ordnung  können  zudem 
meines  Erachtens  Modelle  nicht  entbehrt  werden,  und  diese  werden 
von  der  Firma  Schilling  in  Halle  a.  d.  S.  zu  einem  so  billigen 
Preise  geliefert,  dals  der  Studierende  sie  auch  bei  seinen  häus- 
lichen Studien  zur  Hand  haben  kann. 

Münster  i.  W.,  9.  Juni  1900. 

W.  Killinff. 
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Theorie  der  Doppelverhältnisse, 

1.  Wenn  drei  Punkte  A,  B,  C  in  gerader  Linie  liegen,  so 
sagt  man,  ohne  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Punkte, 
die  Strecke  AB  werde  durch  den  Punkt  C  in  die  beiden  Teile 
AC  und  CB  zerlegt,  weil  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichen 
immer  AC  +  CB  =  AB  ist.  Dabei  bezeichnet  man  den  Bruch 
AC  :  CB  als  das  Schniitverhältnis,  nach  welchem  die  Strecke 
AB  im  Punkte  C  geteilt  wird. 

Liegt  C  zwischen  A  und  B,  so  haben  AC  und  CB  dasselbe 
Vorzeichen;  daher  ist  für  jeden  Punkt  C  der  Strecke  AB  das 
Schnittverhältnis  positiv.  Speciell  ist  das  Schnittverhältnis  gleich 
eins,  wenn  C  mit  der  Mitte  von  AB  zusammenfällt. 

Für  einen  Punkt  C,  der  in  der  Verlängerung  über  B  hinaus 
liegt,  haben  AC  und  CB  verschiedenes  Zeichen;  das  Schnittver- 
hältnis hat  einen  negativen  Wert,  der  dem  absoluten  Betrage 
nach  gröfser  ist  als  eins;  es  ist  in  diesem  Falle  AC  :  CB  <[ —  1. 
Wenn  aber  endlich  C  auf  der  Verlängerung  der  Strecke  BA  über 
A  hinaus  liegt,  so  ist  0  >>  AC  :  CB  >►  —  1. 

2.  Das  Verhältnis,  nach  welchem  die  Strecke  AB  im  Punkte 
C  geteilt  wird,  wird  seinem  absoluten  Betrage  nach  auch  erhalten, 
wenn  man  von  den  Endpunkten  A  und  B  auf  eine  beliebige  durch 
den  teilenden  Punkt  C  gelegte  Gerade  die  Senkrechten  AM  und 
BM  fällt.  Dann  ist  der  Bruch  AC  :  CB,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, gleich  AM  :  MB. 

3.  Wenn  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  in  gerader  Linie  liegen, 
so  wird  die  Strecke  AB  sowohl  in  C  wie  in  D  nach  einem  ge- 
wissen Verhältnisse  geteilt.     Den  Quotienten   aus  diesen  beiden 
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2  5  1.    Theorie  der  Doppel  Verhältnisse. 

Verhältnissen  nennen  wir  das  Dop pe l Verhältnis  der  vier  Punkte 
A,  B,  C,  D  und  bezeichnen  ihn  durch  (ABCDj.     Es  ist  daher: 

Wenn  das  Doppelverhältnis  den  Wert  —  1   hat,  wenn  also 

AC__      AD 

^^^    CB DB 

ist,  so  sagen  wir,  die  vier  Punkte  lägen  harmonisch.  Wir 
gebrauchen  in  diesem  Falle  auch  den  Ausdruck,  die  Strecke  AB 
werde  in  den  Punkten  C  und  D  harmonisch  geteilt,  oder  die 
Punkte  C  und  D  seien  einander  in  Bezug  auf  die  Strecke  AB 
harmonisch  zugeordnet.  Da  aus  der  Gleichung  (2)  die  Gleichung 
folgt: 

CA__  CB 
Aß—    "BD' 
so  wird,  falls  die   Strecke  AB  in   den   Punkten  C  und  D  har- 
monisch geteilt  wird,  auch  die  Strecke  CD  in  A  und  B  harmonisch 
geteilt. 

4.  Den  Winkel  zweier  von  demselben  Punkte  O  ausgehenden 
Strahlen  (Halbgeraden)  a  und  b  bezeichnen  wir  mit  (ab).  Dabei 
denken  wir  von  vornherein  den  Sinn  festgelegt,  nach  welchem 
der  Strahl  a  um  O  gedreht  werden  mufs,  bis  er  mit  dem  zweiten 
Schenkel  b  zusammenfällt. 

Sind  in  der  Ebene  drei  von  dem- 
selben Punkte  ausgehende  Strahlen  a, 
b,  c  gegeben,  so  sagen  wir,  der  Winkel 
(ab)  werde  durch  den  Strahl  c  in  die 
Winkel  (ac)  und  (cb)  geteilt,  und  be- 
zeichnen den  Bruch  - — j  A  als  das 
sm  (cb) 

Schnittverhältnis  der  Teilung. 

Neben  den  Strahlen  a,  b,  c  ist  es 

von  Vorteil,  auch  die  entgegengesetzten 

Strahlen   a',   b',   c'   zu   betrachten,   also 

diejenigen  Strahlen,  welche  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c  je  in 

gerader  Linie  liegen.     Dann  ist  (ac)  entweder  gleich:   (ac)  -h  x 

oder   gleich:   (ac)  —  x;    ebenso  ist   (cb)   entweder  —  (cb)  +  x 
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oder  ««  (cb)  —  x  u.  s.  w.  Demnach  ist  sin  (ac )  =  —  sin  (ac), 
sin  (cb)  =  •—  sin  (cb).  Das  Schnittverhältnis  ändert  sich  somit 
nicht,  wenn  man  statt  des  teilenden  Strahles  c  den  entgegen- 
gesetzten Strahl  c'  nimmt  und  die  beiden  Strahlen  a  und  b  bei- 
behält. Dagegen  behält  das  Schnittverhältnis  den  absoluten  Betrag, 
wechselt  aber  das  Vorzeichen,  wenn  man  etwa  den  Strahl  a  durch 
a'  ersetzt. 

Wenn  der  teilende  Strahl  c  im  Winkelfelde  (ab)  oder  im 
Felde  des  Scheitel  winkeis  (ab)  liegt,  so  ist  das  Schnittverhältnis 
positiv.  Liegt  aber  der  Strahl  c  im  Felde  eines  Nebenwinkels 
von  (ab),  so  hat  das  Schnittverhältnis  einen  negativen  Wert. 

5.  Um  das  Schnittverhältnis  der  Teilung  eines  Winkels  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen  darzustellen,  kann  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  teilenden  Strahles  c  die  Senkrechten  auf 
die  Schenkel  a  und  b  fällen.  Ist  C  ein  beliebiger  Punkt  von  c, 
und  steht  CA  auf  a,  CB  auf  b  senkrecht,  so  ist,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  das  Schnittverhältnis  gleich  dem  Bruche  CA  :  CB. 

().  Den  Quotienten  aus  den  Verhältnissen,  nach  denen  ein 
Winkel  durch  zwei  verschiedene  vom  Scheitel  ausgehende  Strahlen 
geteilt  wird,  nennt  man  das  Doppelverhältnis  der  vier 
Strahlen.  Wird  der  Winkel  (ab)  erst  durch  c  und  dann  durch 
d  geteilt,  so  bezeichnet  man  das  entsprechende  Doppelverhältnis 
durch  (abcd).  Die  vier  Strahlen  können  auch  durch  den  gemein- 
schaftlichen Scheitel  O  und  je  einen  Punkt  gegeben  sein;  für  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD  gebraucht 
man  das  Zeichen  (O  :  ABCD).     Demnach  ist 

("^'^)  ==  sMcb)  •  sTnTdb)' 

^  '       sin  COB     sm  DOB 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar,  dafs  das  Doppel- 
verhältnis sich  nicht  ändert,  wenn  man  irgend  einen  der  vier 
Strahlen  durch  den  entgegengesetzten  Strahl  ersetzt.  Man  darf 
daher  auch  vom  Doppelverhältnis  von  vier  geraden  Linien  sprechen. 

7.  Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit 
vier  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  haben 
dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  Strahlen  selbst. 
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Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  dafs  die  Doppelverhält- 
nisse (ABCD)  und  (O  :  ABCD)  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Was 
aber  die  absoluten  Werte  betrifft,  so  ist: 

AC      sin  AOC    CB      sin  COB 


ÄÖ      sin  ACO 

BO" 

sin  ] 

BCO' 

sin 

AOC 

AC. 
=  CB- 

AD 

^db: 

OD 

.  BO 
AÖ* 

.  BO 

:äö' 

AC 
^CB 

sin 
Ebenso  ist 

sin 

COB~ 
AOD 

somit 

sin 
folgt  durch  E 
sin  AOC 
sin  COB 

DÖB"" 

)ivision  : 

sin  A 

AD 

•  sin  DOB  " 

•  DB 

oder  (O  :  ABCD)  =»  (ABCD). 

8.  Dieser  Lehrsatz  ermöglicht  es  uns,  nachdem  vier  Punkte 
einer  Geraden  oder  vier  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  (vier 
Strahlen  eines  Büschels)  gegeben  sind,  beliebig  viele  Quadrupel 
zu  konstruieren,  deren  Elemente  dasselbe  Doppelverhältnis  zu 
einander  haben.  Sind  z.  B.  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  gegeben, 
so  kann  man  von  einem  beliebigen  Punkte  O  die  vier  Geraden 
OA,  OB,  OC,  OD  ziehen;  diese  haben  dasselbe  Doppelverhältnis 
wie  die  vier  Punkte.  Man  kann  aber  jetzt  die  vier  Geraden  OA, 
OB,  OC,  OD  durch  eine  beliebige  Transversale  in  den  vier 
Punkten  Ai,  B|,  Ci,  D,  durchschneiden;  dann  ist  auch 
(ABCD)  =  (AiB,C,D,). 

Die  letzten  vier  Punkte  kann  man  wieder  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  Ol  verbinden  und  dadurch  vier  neue  Strahlen 
erhalten,  für  welche  das  Doppelverhältnis  denselben  Wert  hat. 
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Um  diese  doppelte  Art,  aus  vier  gegebenen  Elementen  weitere 
Quadrupel  mit  demselben  Doppelverhältnisse  herzuleiten,  kurz  aus- 
zusprechen, sagt  man  vielfach,  die  Gröfse  eines  Doppelverhält- 
nisses bleibe  beim  Schneiden  und  Projizieren  unverändert. 

9.  *  Die  Gesamtheit  der  in  der  Ebene  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Geraden  nennt  man  einen  Strahlenbüschel,  die 
Gesamtheit  der  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte  eine  Punkt- 
reihe. 

Man  sagt,  eine  Punktreihe  sei  einem  Strahlenbüschel 
perspektiv  zugeordnet,  wenn  man  jedem  Strahle  des  Büschels 
seinen  Schnittpunkt  mit  dem  Träger  der  Punktreihe  zuordnet. 
Läfst  man  einen  Strahl  a  sich  um  einen  festen  Punkt  O  drehen 
und  ordnet  ihm  in  der  Geraden  g  denjenigen  Punkt  a  zu,  in 
welchem  diese  vom  Strahle  a  geschnitten  wird,  so  ist  durch  die 
Festsetzung  eine  Perspektive  Zuordnung  der  Punkte  a  von  g  zu 
den  Geraden  a  des  Büschels  O  bestimmt.     . 

Zwei  Punktreihen  heifsen  einander  perspektiv  zu- 
geordnet, wenn  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
durch  einen  festen  Punkt  gehen.  Es  seien  die  geraden  Linien  g 
und  g'  gegeben;  man  nehme  einen  Punkt  O  hinzu,  der  auf  keiner 
von  ihnen  liegt,  und  ordne  einem  Punkte  a  der  Geraden  g  den- 

>  Der  Schlufs  des  §  darf  anfangs  überschlagen  werden. 
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jenigen  Punkt  von  g  zu,  in  welchem  diese  Gerade  von  der  Ver- 
bindungslinie aO'  geschnitten  wird. 

Endlich  kann  man  die  Strahlen  des  Punktes  O  denen 
eines  zweiten  Punktes  O'  perspektiv  zuordnen.  Zu  dem 
Ende  nehme  man  eine  Gerade  g  hinzu  und  lasse  diejenigen  beiden 
Strahlen  der  Büschel  einander  entsprechen,  welche  durch  den- 
selben Punkt  der  Geraden  hindurchgehen.  Ist  a  ein  beliebiger 
Punkt  von  g,  so  soll  dem  Strahle  Oa  des  Büschels  O  der  Strahl 
O'a  des  Büschels  O'  entsprechen.  Auf  diese  Weise  sind  die 
Strahlen  der  Büschel  einander  perspektiv  zugeordnet. 

10.  Hiernach  können  wir  den  in  7.  bewiesenen  Lehrsatz 
auch  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Wenn  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbüschel  einander  per- 
spektiv zugeordnet  sind,  so  haben  irgend  vier  Punkte  der  Punkt- 
reihe dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechenden  Geraden 
des  Büschels. 

In  zwei  Perspektiven  Strahlenbüscheln  haben  irgend  vier 
Strahlen  des  einen  dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechen- 
den Strahlen  des  andern. 

Irgend  vier  Punkte  einer  Punktreihe  haben  dasselbe  Doppel- 
verhältnis wie  die  entsprechenden  Punkte  in  einer  perspektivisch 
zugeordneten  Punktreihe. 

Indem  wir  Punktreihe  und  Strahlenbüschel  mit  dem  geraein- 
samen Namen  »einstufige  ebene  Gebilde«  belegen,  lassen 
sich  die  letzten  Sätze   in   folgendem  Ausspruch  zusammenfassen: 

In  zwei  Perspektiven  einstufigen  Gebilden  haben 
irgend  vier  Elemente  des  einen  dasselbe  Doppelver- 
hältnis,  wie  die  entsprechenden  Elemente  des  andern. 

Übungen: 

1)  Man  suche  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  drei  Punkten 
einer  Geraden. 

2)  Jeder  Winkel  wird  durch  seine  Halbierungslinie  und  die 
Halbierungslinie  seines  Nebenwinkels  harmonisch  geteilt;  wenn 
umgekehrt  von  zwei  harmonisch  zugeordneten  Strahlcnpaarcii  die 
Geraden  des  einen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbieren 
sie  die  von  den  Geraden  des  anderen  Paares  gebildeten  Winkel. 

3)  Drei  Punkte  einer  geraden  Linie  kann  man  in  sechsfacher 
Weise  anordnen  und  zu  jeder  Anordnung  den  vierten   harmo- 
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nischen  Punkt  konstruieren;  wieviel  Punkte  erhält  man  auf  diese 
Weise? 

4)  Durch  drei  Punkte  einer  geraden  Linie  werden  sechs 
Schnittverhältnisse  bestimmt;  wenn  eines  derselben  gleich  X  ge- 
setzt wird,  so  haben  die  fünf  andern  die  Werte: 

1         !_,_      1  ^-hi  X 


X'  '         X  +  V  X     '       X  +  l 

5)  Der  vorstehende  Satz  gilt  nicht  für  das  Schnittverhältnis 
dreier  Strahlen  eines  Punktes. 

6)  Ein  Doppelverhältnis  ändert  sich  nicht,  wenn  man  das 
erste  Paar  der  Elemente  mit  dem  zweiten  Paare  vertauscht: 
(ABCD)  =-  (CDAB). 

7)  Jedes  Doppelverhältnis  geht  in  seinen  reciproken  Wert 
über,  wenn  man  entweder  die  beiden  ersten  oder  die  beiden 
letzten  Elemente  mit  einander  vertauscht.   Setzt  man  (ABCD)  =»  Xy 

so  ist  (BACD)  =3  (ABDC)  ==  ^. 

8)  Ein  Doppelverhältnis  ändert  sich  nicht,  wenn  man  sowohl 
die  beiden  ersten  wie  die  beiden  letzten  Elemente  mit  einander 
vertauscht:  (ABCD)  =-  (BADC). 

9)  Vertauscht  man  die  beiden  mittleren  Elemente  eines  Doppel- 
verhältnisses mit  einander,  so  erhält  man  ein  Doppelverhältnis, 
welches  zu  dem  gegebenen  addiert  die  Summe  eins  liefert: 
(ABCD)  +  (ACBD)  =  1. 

10)  Durch  vier  Punkte  einer  geraden  Linie  oder  vier  Strahlen 
eines  Büschels  sind  24  Doppelverhältnisse  bestimmt,  entsprechend 
den  24  Permutationen,  die  aus  den  vier  Elementen  gebildet  werden 
können;  diese  sind  zu  je  vier  einander  gleich.  Für  vier  Punkte 
einer  geraden  Linie  bestehen  die  Beziehungen: 

(ABCD)  =  (BADC)  ==  (CDAB)  =  (DCBA)  -=  X 

(ABDC)  ==  (BACD)  =-  (CDBA)  =-  (DCAB)  =  ^ 
(ACBD)  -=  (BDAC)  =  (CADB)  =  (DBCA)  -  l  -  ^ 
(ACDB)  =-  (BDCA)  =-  (CABD)  =  i  DBAC)  =»      ^ 

(ADCB)  -.  (BCDA)  -»  (CBAD) 

(ADBC)  =»  (BCAD)  ^  (CBDA) 
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§2. 
Das  Koordinatendreieck. 

1.  Die  Cartesischen  Koordinaten,  deren  Wesen  hier  als  be- 
kannt vorausgesetzt  wird,  lassen  sich  sehr  einfach  einführen  und 
erweisen  sich  für  zahlreiche  Untersuchungen  als  das  geeignetste 
Werkzeug,  geometrische  Beziehungen  der  Rechnung  zu  unter- 
ziehen. Daher  werden  sie  nicht  nur  in  den  Elementen  der  ana- 
lytischen Geometrie  ausschliefslich  benutzt,  sondern  können  auch 
für  tiefer  gehende  Forschungen  vielfach  nicht  entbehrt  werden. 
Gewisse  Eigenschaften  der  Figuren  ergeben  sich  aber  am  ein- 
fachsten und  natürlichsten,  wenn  man  ein  anderes  Koordinaten- 
system benutzt,  auf  welches  die  Wissenschaft  ziemlich  spät  und 
nur  allmählich  geführt  worden  ist.  Es  sind  dies,  wie  wir  hier 
wenigstens  andeuten  wollen,  solche  Eigenschaften,  bei  denen  es 
mehr  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Gebilde,  als  auf  die  Gröfse 
der  Strecken,  Winkel  und  Flächen  ankommt.  Dies  neue  System 
besitzt  in  seinen  Anwendungen  mancherlei  Vorzüge,  welche  den 
Cartesischen  Koordinaten  abgehen;  auch  ist  es  weit  allgemeiner 
und  begreift  das  von  Descartes  eingeführte  System  als  besondern 
Fall  unter  sich.  Aber  es  ist  nicht  gerade  leicht,  in  dasselbe  ein- 
zudringen. Wir  wollen  daher  die  drei  folgenden  Paragraphen 
zur  Vorbereitung  benutzen  und  das  allgemeine  System  erst  in  §  5 
aufstellen. 

2.  Durch  eine  jede  gerade  Linie  wird  die  Ebene  in  zwei 
Teile  zerlegt.  Um  diese  von  einander  zu  unterscheiden,  bezeichnen 
wir  den  einen  als  den  positiven,  den  andern  als  den  negativen 
Teil  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  Gerade.  Von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  fällen  wir  die  Senkrechte  auf  die  Gerade  und 
versehen  deren  Länge  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vor- 
zeichen, jenachdem  der  Punkt  dem  positiven  oder  negativen  Teile 
angehört.  Dementsprechend  unterscheiden  wir  auch  einen  posi- 
tiven und  einen  negativen  Abstand  eines  Punktes  von  einer 
Geraden.  Indem  wir  dem  Abstände  in  dieser  Weise  ein  Vor- 
zeichen beilegen,  wird  die  Lage  eines  Punktes,  der  von  einer 
gegebenen  Geraden  den  Abstand  a  hat,  auf  eine  einzige  Gerade 
beschränkt,  während  die  Punkte  einer  zweiten  Geraden  den  Ab- 
stand —  a  von  der  gegebenen  Geraden  besitzen. 
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3.  Jetzt  sei  in  der  Ebene  ein  Dreieck  OiOfOs  gegeben.  Da 
wir  dasselbe  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  jeden  Punktes  ge- 
brauchen wollen,  so  soll  es  das  Koordinatendreieck  heifsen. 
Wir  verlängern  die 
drei  Seiten  unbe- 
grenzt nach  beiden 
Richtungen.  Einen 
Punkt  der  Geraden 
0|0f,  der  in  der 
Verlängerung  über 
Oi  hinaus  liegt,  nen- 
nen wir  0|2,  und 
ebenso  möge  ein 
Punkt  dieser  Gera- 
den, der  in  der  Ver- 
längerung über  O, 
hinaus  liegt,  mitOgi 
bezeichnet  werden. 
In  gleicher  Weise 
führe  man  die  Punkte 
O31  und  Oi:, ,  Ois 
und  O32  ein.  Aufser 
dem  Innern  des  Drei- 
ecks giebt   es   noch 

sechs  andere  Teile  der  Ebene,  welche  durch  die  drei  Geraden 
gegen  die  übrige  Ebene  abgegrenzt  werden.  In  das  Feld  des 
Winkels  OjjiOjOs,  tritt  die  Linie  Oj.03  auch  in  ihrer  Verlänge- 
rung nicht  ein;  jeder  Scheitelwinkel  zu  einem  Innenwinkel  des 
Dreiecks  OiOgO»  begrenzt  also  für  sich  einen  Teil  der  Ebene. 
Dagegen  schliefst  das  Feld  eines  jeden  Dreieckswinkels  das  Innere 
des  Dreiecks  ein;  trennt  man  dies  von  dem  Felde  ab,  so  bleibt 
jedesmal  ein  Teil,  der  von  einer  Seite  des  Dreiecks  und  von 
Verlängerungen  der  beiden  andern  Seiten  begrenzt  wird;  wir 
wollen   jeden  solchen  Teil  ein  ungeschlossenes  Dreiseit  nennen. 

Hiernach   wird    die   Ebene    durch   die   drei   Geraden  0,0^, 
OsOi   und  OiO,  in  die  folgenden  sieben  Teile  zerlegt: 
I.  das  Innere  des  Dreiecks  0|0<0j, 
II.     »    Winkelfeld  O^OiO»,, 
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III.  das  Winkelfeld  OsjOjO,,, 

IV.  »  »  O.sOsOis, 

V^     »    ungeschlossene  Dreiseit  OuOjOsOis, 

VI.      »  »  »         OjsOaOtO,,, 

VII.     »  »  »        OsiOiO.Osjj. 

4.  Um  die  Lage  eines  jeden  Punktes  in  der  Ebene  zu  be- 
stimmen, fällen  wir  von  ihm  die  drei  Senkrechten  auf  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  OiO^Os;  wir  nennen  pi  die  auf  O1O3,  pt 
die  auf  OsOi  und  pa  die  auf  OiOj  gefällte  Senkrechte.  Wir 
wollen  den  Punkt,  von  dem  aus  die  Senkrechten  pi,  p^,  ps  auf 
die  drei  Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefällt  werden  können, 
den  Punkt  (pi,  p,,  ps)  oder  auch  kurz  den  Punkt  (p)  nennen. 
Für  alle  Punkte  der  geraden  Linie  OgOs  ist  pi  =  0;  ebenso  ist 
p<  =«  0  für  die  Punkte  der  Geraden  OsOi,  und  pj  =  0  für  die 
der  Geraden  O1O2. 

Wenn  wir,  wie  im  folgenden  immer  geschehen  soll,  die 
Höhen  des  Dreiecks  OiOjOs  der  Reihe  nach  hi,  hj,  hj  nennen, 
so  ist  für  den  Punkt  Oi 

Pi  =  hl,  Pj  =»  p3  =  0; 
ebenso  ist  für  den  Punkt  O2 

Ps  =»  hg,  Ps  =  pi  =sO, 
und  für  den  Punkt  O3 

p.,  ==h3,  p,  ==.  p^  =.=  0. 

5.  In  Bezug  auf  jede  der  drei  Geraden  OjOs,  OsOi  und 
0,0«  soll  derjenige  Teil  der  Ebene  als  der  positive  betrachtet 
werden,  dem  das  Innere  des  Dreiecks  angehört.  Somit  haben 
die  Senkrechten  pi,  p^,  ps  für  alle  Punkte  im  Innern  des  Drei- 
ecks ein  positives  Vorzeichen.  Ändert  der  Punkt  stetig  seine 
Lage,  so  erleiden  auch  die  einzelnen  Senkrechten  stetige  Ände- 
rungen. Wenn  hierbei  der  Punkt  auf  die  andere  Seite  von  0,0j 
übertritt,  so  nimmt  auch  die  Senkrechte  pi  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  an.  Dasselbe  gilt  für  pj  beim  Hindurchgange  durch 
OiOs  und  für  ps  beim  Hindurchgange  durch  OiOg.  Demnach 
ergeben  sich  für  die  sieben  Teile  der  Ebene  folgende  Kombi- 
nationen der  Vorzeichen: 

Pi      P«      Ps 

I     +     -f     + 

II     + 
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p« 

Pi 

Ps 

III 

— 

+ 

— 

IV 

— 

— 

+ 

V 

— 

+ 

+ 

VI 

+ 

~ 

+ 

vn 

+ 

+ 

— . 

6.  Wenn  von  den  drei  Senkrechten  pi,  p,,  pj,  die  vom 
Punkte  P  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  OiO^Oj  gefällt  werden 
können,  zwei  gegeben  sind,  so  ist  auch  die  dritte  bekannt.  Es 
mufs  also  zwischen  diesen  Senkrechten  eine  Relation  bestehen. 
Diese  finden  wir  am  leichtesten,  wenn  der  Punkt  P  im  Innern 
des  Dreiecks  liegt.  Ziehen 
wir  in  diesem  Falle  von 
P  aus  die  geraden  Strecken 
nach  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks,  so  zerlegt  sich 
dasselbe  in  die  Summe  der 
drei  Dreiecke  O^  O3  P, 
OhOjP  und  0,0,  P.  Von 
diesen  hat  jedes  eine  Seite 
des  gegebenen  Dreiecks 
zur  Grundlinie  und  die 
entsprechende  Senkrechte 
zur  Höhe.  Indem  wur  noch 
0,03  =  a,,  O3O,  ^  aj, 
ecks  0,0,03 


Ol  O2  =  as  und  den  Inhalt  des  Drei- 
gleich /\  setzen,  erhalten  wir  die  Gleichung 
aiPi  +  a^pi  +  aapa  =*  2/_^ 


oder 


2^  p.  +  25  P'  +  27^  p>  -  •• 

Nun  ist  '2/^  ^  a|hi  =  a^hj  =  ashj  oder 


2A 


-h,, 


2A 

a^ 


h., 


2A 


=  h,. 


Demnach  besteht  zwischen  den  drei  Senkrechten  pi,  pi,  pt 
die  Beziehung: 
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Diese  Gleichung  ändert  sich  aber  nicht,  wenn  der  Punkt  P 
irgend  eine  andere  Lage  annimmt.  Wenn  z.  B.  der  Punkt  P 
dem  Raumteile  VI  angehört,  so  besteht  zwischen  den  Flächen- 
räumen der  Dreiecke,  welche  man  durch  Verbindung  von  P  mit 
den  Eckpunkten  des  Dreiecks  erhält,  die  Beziehung: 

O2O3P  —  O3O1P  +  OjOjP  =-  OiOjOs. 

Jetzt  haben  aber  pi  und  pa  ein  positives,  pj  ein  negatives 
Vorzeichen,  und  da  wir  in  der  vorstehenden  Formel  jeden  Flächen- 
inhalt positiv  genommen  haben,  so  ist 

2030,P  =  —  a,p„  2O2O8P  =  aip,,  2080iP  =  a^p^. 

Daher  ändert  sich  die  Gleichung  (1)  bei  dieser  Wahl  des 
Punktes  P  nicht.  Auch  wenn  der  Punkt  P  etwa  im  Raumteile  II 
liegt,  tritt  keine  Änderung  ein,  weil  einerseits  die  Relation  besteht: 

O.OgP  -  OsO.P  -  0»0,P  -=  OiOtOs, 

andererseits  jetzt  die  Senkrechte  pi  mit  einem  positiven,  die  Senk- 
rechten P2  und  ps  mit  einem  negativen  Vorzeichen  versehen  sind. 
Auf  diese  Weise  überzeugt  man  sich,  dafs  die  Gleichung  (1)  all- 
gemein gültig  ist. 

Übungen : 

1)  Man  bestimme  die  drei  Senkrechten  p,,  p«,  ps 

a)  für  die  Mitten  der  drei  Seiten  des  Dreiecks  OiO^Oj, 

b)  für  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungspunkte  des 
Dreiecks, 

c)  für  den  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises, 

d)  für  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks, 

e)  für  die  drei  Punkte,  von  denen  jeder  die  Eigenschaft 
hat,  in  Verbindung  mit  den  drei  Punkten  Oi,  O«,  O5 
die  Ecken  eines  Parallelogramms  zu  bilden. 

2)  In  welcher  Beziehung  stehen  einige  dieser  Senkrechten 
zu  einander,  wenn  der  Punkt  P  der  Halbierungslinie  eines  Innen- 
winkels des  gegebenen  Dreiecks  angehört? 

(Für  welche  Punkte  wird  pj  —  ps  sein.^) 

3)  In  welcher  Beziehung  stehen  die  Senkrechten,  wenn  der 
Punkt  auf  der  Halbierungslinie  eines  Aufsenwinkels  liegt? 
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S3. 
Die  gerade  Linie. 

1.  Liegen  die  drei  Punkte  0,  1,  2  in  gerader  Linie,  so  stellt 
der  Bruch  X  —  -  ,  worin  die  einzelnen  Strecken  durch  Neben- 
einanderstellen der  Nummern  bezeichnet  sind,  das  Schnittverhältnis 
dar,  nach  welchem  die  Strecke  ^ 

02  im  Punkte  1  geteilt  wird. 
Wenn  man  aber  von  diesen 
drei  Punkten  aus  die  Senk- 
rechten  p,    p',    p"  auf  eine 

beliebige   Gerade  der  Ebene  ?*'  ?  ?' 

fällt,  so  gilt  die  Gleichung: 

P'  -P 


P-P 
Daraus  folgt: 


(1) 


p  =  (i  +  i)  p'  -  ip". 

Zugleich  ist  \-\-X='zrz\  also  stellt 
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Verhältnis  dar,   nach   welchem  die  Strecke   12   im  Punkte  0  ge- 
teilt wird. 

2.  Wir  nennen  die  vom  Punkte  0  auf  die  Seiten  des  Koordi- 
natendreiecks gefällten  Senkrechten  pi,  p»,  ps;  ebenso  sollen  die 
vom  Punkte  1  auf  diese  Linien  gefällten  Senkrechten  mit  pi',  pt', 
Ps'  und  die  vom  Punkte  2  gefällten  Senkrechten  mit  pi",  p«",  ps" 
bezeichnet  werden.     Dann  folgen  aus  (1)  die  drei  Gleichungen: 

p.  =(l  +  ^)p.'-^Pi" 
(2)    p,  =(1  +A)p,'-ip/ 

p,  ==  (1  -f  X)  p,'  —  -Ips", 
wo  ;i  die  angegebene  Bedeutung   hat.     Zugleich   ist  der  Bruch 
—  i  :  (1  -j-  i)  das  Verhältnis,  nach  welchem  die  Strecke  12  im 
Punkte  0  geteilt  wird. 

Haben  die  Punkte  1  und  2  eine  feste  Lage,  so  kann  man 
für  jeden  Punkt  der  hindurchgehenden  Geraden  die  Gleichungen 
(2)  bilden;  dabei  wird  nur  l  den  Wert  ändern,  wenn  man  st.itt 
des  Punktes  0  einen  andern  Punkt  der  Geraden  12  wählt.    Indem 
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man  für  den  Augenblick  A— »1,   B=-»  —  1~>1,   Cs=;i  setzt, 
kann  man  die  Gleichungen  (2)  auch  in  folgender  Weise  schreiben : 

Ap,  +Bpi'  +  Cp,"-=0 

Ap,  +  Bp,'  +  Cp/-=0 

Ap,  +  Bp,'  -f  Cps"  ==  0. 
Diese  Gleichungen  können  aber,  wie  man  aus  den  ersten 
Elementen  der  Determinantenlehre  weifs,  nur  zusammenbestehen, 
wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

!  Pi  Pi'Pi" 
(3)       Pi  p/  p/     =-  0. 

P»  Ps'Ps" 
Diese  Gleichung  mufs  befriedigt  werden,  wenn  der  Punkt 
(Pi,  ?iy  Pi)  mit  den  Punkten  (p/,  p/,  ps')  und  (p,",  p/',  ps")  in 
gerader  Linie  liegt.  Man  nennt  sie  deshalb  die  Gleichung  der- 
jenigen geraden  Linie,  welche  durch  die  Punkte  1  und  2 
gelegt  werden  kann. 
Setzt  man 

ai  =  p/pa"  —  Ps'p/',  ^2  =  pa'pi"  —  p/pa", 
^8  =  Pi'P«"  ~  P^'Pi  > 
so  kann  man  die  Gleichung  (3)  auch  in  der  Form  schreiben: 
(4)     a,p,  +  a,pi  +  asps  ==»0. 
Da  die  Punkte  1   und  2  feste  Lage  haben  sollen,  sind  die 
Koefficienten  ai,  a2,  aa  konstante  Gröfsen.     Daher  ist  die  Glei- 
chung einer  jeden  Geraden  homogen  vom  ersten  Grade  oder 
homogen  linear  in  den  Senkrechten  pi,  p^,  ps. 

3.  Dasselbe  Ergebnis  gewinnen  wir  auch  auf  einem  andern 
Wege,  der  zwar  etwas  weitläufiger  ist,  aber  zugleich  noch  andere 
wichtige  Resultate  liefert.  Zu  dem  Ende  gehen  wir  von  der 
Formel  aus: 
(5)  sin  a  sin  (ß  —  y)  +  sin  ß  sin  (/-«)  +  sin  y  sin  (a  —  ^)  —  ü. 
Die  Richtigkeit  derselben  beweisen  wir,  indem  wir  für  die 
Sinus  der  Differenzen  ihre  bekannten  Ausdrücke  einsetzen.  Es 
ist  nämlich: 

sin  a  sin  (|J  —  y)  —  sin  a  sin  ß  cosy  —  sin  y  sin  a  cos  ß 
sin  ß  sin  (/  —  a)  «-  sin  ß  sin  7  cos  a  —  sin  n  sin  ß  cos  / 
sin  7  sin  (a  —  /9)  «-•  sin  y  sin  a  cos  ^  —  sin  j:J  sin  y  cos  a. 
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Hier  verschwindet  die  Summe  der  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Ausdrücke,  also  auch  die  Summe  der  linken  Seiten, 
wodurch  unsere  Formel  als  richtig  erwiesen  ist. 

4.  Lassen  wir  jetzt  von  einem  Punkte  C  drei  Strahlen  0, 
1,  '1  ausgehen  und  bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  diese  drei 


Strahlen  in  einer  festgesetzten  Drehungsrichtung  mit  dem  nach 
einem  Punkte  P  gezogenen  Strahle  CP  bilden,  der  Reihe  nach 
mit  a,  ß,  7,  so  wenden  wir  auf  diese  Figur  die  mit  r  =  CP 
multiplizierte  Formel  (5)  an.  Indem  wir  noch  die  drei  Senk- 
rechten, welche  vom  Punkte  P  auf  die  drei  Geraden  0,  1,  2 
gefällt  werden,  der  Reihe  nach  mit  m,  m,  m  bezeichnen,  geht 
aus  (5)  die  Relation  hervor: 

m  sin  (ß  —  /)  +  m'  sin  (/  —  a)  +  m '  sin  (a  —  i?)  «■  0. 
Hier  stellt  ß  —  /  den  Winkel  dar,  den  die  Strahlen  1  und  2 
mit  einander  bilden;  ebenso  ist  y  —  a  der  Winkel  (20)  und  a  —  ß 
der  Winkel  (Ol).    Die  vorstehende  Gleichung  können  wir  daher 
auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

(6)     m  sin  (12)  -f  m'  sin  (20)  +  m   sin  (Ol)  «  0. 
Setzen  wir  noch 

_  sin  (20)  ___  sin  (Ol) 

sin  (12)  ^  ^'        sin"  (12)  ""  ^' 
so  nimmt  die  Gleichung  (6)  auch  die  Gestalt  an: 
(7)    m  «  gm  +  öm*. 
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Hierin  ändern  sich  die  Koefificienten  p  und  a  nicht,  wenn 
man  die  Senkrechten  von  irgend  einem  andern  Punkte  der  Ebene 
auf  die  drei  Geraden  fällt.  Wir  wollen  noch  beachten,  dafs  der 
Quotient  o  :  q  gleich  sin  (10) :  sin  (02)  ist,  also  das  Schnittver- 
hältnis darstellt,  nach  welchem  der  Winkel  (12)  durch  die  Gerade 

0  geteilt  wird. 

5.  Die  Gleichung  (7)  wenden  wir  auf  die  beiden  vom  Punkte 

01  ausgehenden  Geraden  OiO»  und  O1O3,  und  auf  eine  dritte 
durch  den  Punkt  Oi  gelegte  Gerade  OiS  an.  Die  von  einem 
beliebigen  Punkte  P  auf  O^Oj,  O3O,,  OiOjj  gefällten  Senk- 
rechten sollen  wieder  mit  pi,  p^,  ps  bezeichnet  werden,  während 
die  von  P  auf  0|S  gefällte  Senkrechte  gleich  s  gesetzt  werden 
soll.     Dann  ist 

s  =*  (>Ps!  +  öpa, 
wo  Q  und  0  nur  von   den  Winkeln   abhangen,   welche  die  drei 
Geraden  OiOg,  O1O3  und  OiS  mit  einander  bilden. 

Wir  gehen  jetzt  zu  einer  beliebigen  Geraden  MN  über,  welche 
die  Seite  O^Os  in  einem  Punkte  B  treffen  möge.    Diesen  Punkt 


verbinden  wir  mit  Oi  durch  die  Gerade  OiB  und  nennen  q  die 
Senkrechte,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  P  =  (p, ,  p,,  p,) 
auf  MN  gefällt  wird,  und  nennen  s  die  von  P  auf  OiB  geföllte 
Senkrechte.     Da  durch  den  Punkt  0|   die  drei   Geraden  0|0t, 
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OiOs  und  0,B  geben,   so  ist  s  —  (*p< -f  <jp, ;   aus  demselben 
Grunde  ist  q  «-  ^p^  +  i;s.     Daraus  ergiebt  sich 
(7)    q  — a,pi  +  a,p,  +  asp,, 
wo  ist  ai  =-  ^,  a«  «»  vq,  a^  -■  va. 

Nun  hangen  die  Koefficienten  //,  v,  p,  o  nur  von  der  gegen- 
seitigen Lage  der  geraden  Linien  ab;  also  stellt  die  Gleichung  (7) 
eine  Beziehung  zwischen  den  vier  Senkrechten  ab,  die  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  auf  die  vier  Geraden  fällen 
kann. 

t).  Statt  die  Bedeutung  der  Koefficienten  ai,  a^,  as  vermittelst 
der  Werte  von  ft,  v,  q,  a  zu  berechnen,  dürfen  wir  sie  aus  spe- 
ciellen  Lagen  des  Punktes  P  herleiten.  Indem  wir  die  von  den 
Punkten  Oi,  Og,  O3  auf  die  Geraden  MN  gefällten  Senkrechten 
mit  ri,  r,,  rj  bezeichnen,  haben  wir  in  der  Gleichung  (7),  falls 
wir  den  Punkt  P  mit  Oi  zusammenfallen  lassen,  q  =—  r,  pj  =«  hi , 
P^=P3=0  zu  setzen.  Demnach  gilt  die  Gleichung:  ri=«aihi. 
Ebenso  erhalten  wir  die  Gleichungen  r^s^a^ht  und  rs^-ashs, 
wenn  wir  P  erst  mit  O^  und  dann  mit  Oj  zusammenfallen  lassen. 
Indem  wir  die  hieraus  für  ai,  a^,  aj  hervorgehenden  Werte  in 
(7)  einsetzen,  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

(8)    c,  =  ^Jp.+;-ip.  +  L!p,. 

worin  h|,  hj,  hs  die  Höhen  des  Koordinatendreiecks,  n,  rt,  rs 
die  von  den  Eckpunkten  dieses  Dreiecks  auf  die  Gerade  MN  ge- 
fällte Senkrechte  und  pi,  pj,  ps,  q  der  Reihe  nach  die  senkrechten 
Abstände  eines  beliebigen  Punktes  P  von  O^Oa,  0$0|,  OiOf 
und  MN  bezeichnen. 

7.  Wenn  der  Punkt  P  auf  der  Geraden  MN  liegt,  so  ist  die 
Senkrechte  q  gleich  null.  Daher  gilt  für  jeden  Punkt  dieser 
Geraden  die  Beziehung: 

(9)     a,pi  +  a,pj  +  ajp,  —  0 
oder 

Es  ist  dies  die  Gleichung  derjenigen  Geraden,  für  welche 
die  senkrechten  Abstände  von  den  Ecken  der  Reihe  nach  gleich 
r,,  Ti,  r,  sind. 

Kllliog,  r.ehrba5h  der  AQalyt   rioometrle.    L  2 
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8.  Die  Gleichung  (7)  gestattet  uns  auch,  das  gegebene 
Koordinatendreieck  O1O2O3  durch  ein  anderes  zu  ersetzen  und 
für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Senkrechten  zu  berechnen,  welche 
von  ihm  aus  auf  die  Seiten  des  neuen  Dreiecks  gefällt  werden 
können. 

Es  seien  pt,  p^,  pa  die  Senkrechten  vom  Punkte  P  auf  die 
Geraden  OjOs,  OsOi  undOi02;  in  gleicherweise  mögen  die 
senkrechten  Abstände  des  Punktes  P  von  den  Geraden  QsQs, 
Q.3Q1,  QiQ«  der  Reihe  nach  mit  qi,  q^,  q.,  bezeichnet  werden. 
Dann  ist  der  Gleichung  (7)  entsprechend: 

qi  =»  aupi  +ai»p2  +  aiaps 
(11)    q«  =  agipi  +  a28P2  +  agspa 
q3  =  aaip,  +  a82p2  +  ajapa. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  der  neun  Koefficienten  SLtx 
zu  bestimmen,  setze  man  die  Senkrechten,  welche  vom  Punkte 
Ol  auf  die  Seiten  Q2Q3,  QaQi,  QiQa  gefällt  werden  können, 
bzw.  gleich  r,i,  r2i,  ra» ;  ebenso  möge  O2  von  diesen  drei  geraden 
Linien  die  senkrechten  Abstände  ri2,  r2  2,  r3  2  und  0$  die  Ab- 
stände r,3,  r23,  ras  haben.     Dann  wird  sein: 


(12; 


Übungen : 

1)  Man  entwickle  in  den  Senkrechten  pi,  p2,  pa  die  Glei- 
chungen für  folgende  gerade  Linien: 

a)  für  die  Halbierungslinien  der  Innen-  und  der  Aufsen- 
winkel  des  Dreiecks  O1O2O3, 

b)  für  die  Mittellinien, 

c)  für  die  drei  Geraden,  von  denen  jede  einen  Eckpunkt 
des  Dreiecks  mit  dem  Punkte  verbindet,  in  welchem 
die  gegenüberliegende  Seite  durch  den  zugehörigen 
äufsern  Berührungskreis  berührt  wird, 

d)  für  die  Höhen  des  Dreiecks. 

2)  Man  beweise,  dafs  je  durch  einen  Punkt  gehen: 

a)  die  Halbierungslinien  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks, 


an 

= 

rn 
hl' 

a,2 

=- 

ri2 
h2' 

aia 

=- 

ri8 
ha' 

a2i 

=- 

hl' 

a2  2 

== 

a2  3 

=- 

r2s 
hs' 

asi 

= 

hl' 

a»2 

= 

r82 

aas 

=- 

ras 
ha* 
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b)  die  Halbierungslinien  zweier  Aufsenwinkcl  und  des 
dritten  Innenwinkels  eines  Dreiecks, 

c)  die  drei  Mittellinien, 

d)  die  drei  Höhen, 

e)  die  drei  Geraden,  welche  je  von  einer  Ecke  nach  dem 
Berührungspunkte  des  zugehörigen  äufsern  Berührungs- 
kreises mit  der  Gegenseite  gezogen  werden. 

3)  Man  beweise,  dafs  die  drei  Punkte,  in  denen  je  die  Ver- 
längerung einer  Seite  des  Dreiecks  durch  die  Halbierungslinie  des 
gegenüberliegenden  Aufsenwinkels  getroffen  wird,  in  gerader 
Linie  liegen. 

4)  Man  stelle  die  Gleichungen  für  folgende  gerade  Linien  auf: 

a)  für  die  Verbindungslinien  der  Mitten  von  je  zwei  Seiten 
des  Dreiecks, 

b)  für  die  in  der  Mitte  einer  Seite  des  Dreiecks  auf  ihr 
errichtete  Senkrechte, 

c)  für  die  Geraden,  welche  je  die  Fufspunkte  zweier  Höhen 
des  Dreiecks  verbinden. 


§4. 
Die  auf  eine  gerade  Linie  gefönten  Senkrechten. 

I.  Auf  eine  in  der  Ebene  gegebene  Gerade  fällen  wir  von 
den  Eckpunkten  Oi,  O2,  Os  des  Koordinatendreiecks  die  drei 
Senkrechten  ri,  r2,  rs.  Die  Gerade  liegt  entweder  ganz  aufser- 
halb  des  Dreiecks  oder  sie  tritt  in  dasselbe  hinein  und  wieder 
heraus.  Im  ersten  Falle  liegen  die  drei  Senkrechten  gegen  die 
Gerade  auf  derselben  Seite;  sie  haben  also  dasselbe  Vorzeichen. 
Wenn  die  Gerade  aber  in  das  Dreieck  eintritt,  so  mufs  sie  zwei 
Seiten  zwischen  den  Eckpunkten  schneiden;  die  von  demjenigen 
Eckpunkte  ausgehende  Senkrechte,  in  welchem  die  schneidenden 
Seiten  zusammenstofsen,  hat  ein  anderes  Vorzeichen,  als  die  von 
den  beiden  andern  Eckpunkten  gefällten  Senkrechten.  Daher  sind 
hier  \ner  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  die  Gerade  liegt  aufserhalb  des  Dreiecks; 

II.  sie  trifft  die  Seiten  O1O2  und  0,0,; 
in.  sie  trifft  die  Seiten  OjOi  und  OgOs; 
IV.  sie  trifft  die  Seiten  OsOi   und  OsO^. 

2* 
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Was  die  Vorzeichen  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  sofort 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Tabelle: 

Ti      Ti     r» 


I. 

\t 

+ 

+ 

II. 

i; 

+ 

+ 

m. 

+ 

+ 

+ 

IV. 


lii;. 


Die  Gerade,  auf  welche  den  angegebenen  Festsetzungen  ent- 
sprechend die  Senkrechten  ri,  r«,  rj  gefallt  sind,  nennen  wir  die 
Gerade  (n,  r,,  r,). 
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2.  Legt  man  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  1  und  2 
eine  Gerade  0  und  fallt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  die 
Senkrechten  r',  r",  r  auf  die  Geraden  1,  2,  0,  so  darf  man 
den  in  §  3,  4  (S.  15)  bewiesenen  Lehrsatz  anwenden;  es  ist 
daher: 

t-^qt'  +  or", 
sin  (20)  sin  (Ol)    o      sin  (10) 

"WO     ist    n  «Bi  — ^^^ (i  OBS ^^ : ,     ~  ^  ^        '. 

"^^  '^  ^  sin  (12)'''  sin  (12)    p      sin  (02) 

Diesen  Satz  wenden  wir  auf  die  Senkrechten  an,  welche  von 
den  drei  Eckpunkten  Oi,  O,,  Os  des  Koordinatendreiecks  auf 
die  drei  Geraden  gefällt  sind.  Zu  der  Geraden  0  mögen  die 
Senkrechten  ri,  rg,  rs,  zu  der  Geraden  1  die  Senkrechten  r, ', 
r,',  rs'  und  zur  Geraden  2  die  Senkrechten  vi',  r,",  r^'  gehören. 
Dann  ist: 

ri  =  pr,    +  ör," 
(6)     u  «  QU'  +  ör/ 
rs  =  QU'  +  örs", 
wo  Q  und  ö  die  angegebene  Bedeutung  haben. 

Die  Überlegung,  welche  wir  angewandt  haben,  um  von  den 
Gleichungen  (2)  in  §  3  zur  Gleichung  (3)  §  3  zu  gelangen,  zeigt 
uns  auch,  dafs  die  Gleichungen  (6)  nur  dann  mit  einander  ver- 
einbar sind,  wenn  die  Relation  besteht: 

(7)  I  rgrs'r,"  i  —0. 
I  rjrs'rs"  | 
Geben  wir  hierin  den  Gröfsen  n',  r^',  r^'  und  n",  rt',  rs'' 
feste,  aber  den  Gröfsen  r, ,  r^,  rg  veränderliche  Werte,  so  stellt 
die  Gleichung  (7)  die  Bedingung  dar,  unter  welcher  die  Gerade 
(ri,  Uy  rs)  durch  den  festen  Schnittpunkt  der  Geraden  (r,  ,  rt',  rs) 
und  (ri",  r«",  rs")  hindurchgeht;  wir  bezeichnen  sie  deshalb  als 
die  Gleichung  des  Punktes. 

3.  Dafs  die  Gleichung  eines  Punktes  homogen  linear  in  den 
Senkrechten  ri,  r,,  rs  ist,  wollen  wir  noch  auf  eine  andere  Weise 
zeigen.  Hierbei  machen  wir  von  dem  in  §  3,  1  (S.  13)  ent- 
wickelten Satze  Gebrauch,  nach  welchem  zwischen  den  von  drei 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  0,  1,  2  auf  eine  beliebige 
Gerade  gefällten  Senkrechten  t,  t,  t"  die  Beziehung  besteht: 

t  — (l  +  a)!-«^. 
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WO  a  das  Verhältnis  ist,  nach  welchem  die  Strecke  02  im  Punkte  l 
geteilt  wird. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  bestimmen  wir  noch 
den  Schnittpunkt  Q  der  Geraden  OjP  und  O2O3.  Von  den 
fünf  Punkten  Oi,  O2,  Os,  P,  Q  fällen  wir  die  Senkrechten  auf 
eine  beliebige  Gerade  der  Ebene  und  bezeichnen  sie  der  Reihe 
nach  mit  ri,  rjj,  r»,  s,  t.  Dann  gilt,  weil  die  Punkte  Ot,  Oj 
und  Q  in  gerader  Linie  liegen,  die  Gleichung: 

t  =  (1  -I-  a)  rg  —  «rs, 

und  weil  der  Punkt  P  in  der  geraden  Linie  Oi  Q  liegt,  mufs  sein : 

s  =  (l+/?)  t-^r,. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(8)     s  =  c,r,  +  c.r2  +  c^ra. 


Die  Koefficienten  in  dieser  Gleichung  hangen  nur  von  den 
Gröfsen  a  und  ^,  also  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte 
ab;  sie  ändern  sich  also  nicht,  wenn  man  der  Geraden,  aufweiche 
die  Senkrechten  gefällt  werden,  andere  Lagen  giebt.  Ihre  Be- 
deutung wird  am  leichtesten  erkannt,  wenn  man  diese  Gerade 
der  Reihe  nach  mit  den  Seiten  des  Koordinatendreiecks  zusammen- 
fallen läfst.  Indem  man  nämlich  die  vom  Punkte  P  auf  diese 
Seiten  gefällten  Senkrechten  wieder  p,,  p«,  pj  nennt,  hat  man 
nur  zu  beachten,  dafs  für  die  Gerade  OfOs 

Ti  —  h, ,  rt  —  rs  —  0,  s  —  p» 
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und  demnach  p,  =»  Ci  h|  wird.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 
unter  Benutzung  der  Geraden  OsOi  und  der  Geraden  OiO,, 
dafs  pi  —  cji<  und  pa  «  Csha  ist.  Demnach  geht  die  Gleichung 
(8)  über  in 

Diese  Gleichung  ermöglicht  es  uns,  den  senkrechten  Abstand 
des  Punktes  (pi,  p2,  p»)  von  der  Geraden  (n,  r,,  rs)  anzugeben. 
Geht  speciell  die  Gerade  (n,  r,,  rs)  durch  den  Punkt  (pi,  pt,  ps) 
hindurch,  so  mufs  die  Senkrechte  gleich  null  sein ;  die  Bedingung, 
dafs  die  Gerade  (r)  durch  den  Punkt  (p)  hindurchgeht,  ist  also 

^''^  &^-+^'  +  E3^'  =  «- 

Wir  sehen  somit  wiederum,  dals  die  Gleichung  des  Punktes 
homogen  linear  in  den  Senkrechten  ri,  rj,  rs  ist;  zugleich  finden 
wir  die  geometrische  Bedeutung  für  die  Koefficienten  in  der  Glei- 
chung des  Punktes. 

4.  Die  soeben  gefundene  Gleichung  (9)  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  (8)  §  3,  6  (S.  17).  In  beiden  Fällen  finden  wir,  dafs 
der  senkrechte  Abstand  eines  Punktes  (p)  von  der  Geraden  (r) 
gleich  ist 

hl    "^   h,   "^   hs* 

Nur  betrachteten  wir  bei  der  ft-üheren  Herleitung  die  Gerade 
(r)  als  fest  und  den  Punkt  (p)  als  veränderlich,  während  wir 
umgekehrt  in  der  soeben  durchgeführten  Betrachtung  den  Punkt 
(p)  als  fest  und  die  Gerade  (r)  als  veränderlich  ansahen.  Dieser 
Unterschied  kann  aber  in  der  hergeleiteten  Formel  nicht  mehr  zu 
Tage  treten. 

Ebenso  mufs  die  Gleichung  (10)  §  3,  7  identisch  sein  mit 
der  letzten  Gleichung  (10),  wie  das  in  der  Natur  der  Sache  liegt. 
Wofern  der  Punkt  (p)  auf  der  Geraden  (r)  liegt,  mufs  auch  die 
Gerade  (r)  durch  den  Punkt  (p)  gehen;  wir  müssen  also  für  beide 
Forderungen  dieselbe  Bedingungsgleichung  erhalten,  und  diese  hat 
beidemal  die  Form: 

Piri    ,  p«r,    ,   Pars        ^ 
hT"^   h.    +    hs         ''' 
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5.  Die  Gleichung  (8)  gestattet  es  uns,  nachdem  die  auf  irgend 
eine  Gerade  von   den  drei  Punkten  Oi,  O«,  O3  gefällten  Senk- 
rechten bekannt  sind,  auch  die  Senkrechten  s, ,  s^,  S3  zu  berechnen, 
welche  auf  dieselbe  Gerade  von  irgend  drei  andern  Punkten  Q,, 
Qj,  Qs  gefällt  werden  können.     Wir  finden  sofort: 
Si  =  Ciiri  +  Cijrg  -f"  ^18^3 
(11)     s,  =»  cgjri  +  diU  +  dsTs 
Si  =»  C31T1  +  Csjr,  +  Casr». 
Auch  die   geometrische  Bedeutung   der   neun  Koefficienten 
Ctx  ergiebt  sich  sofort:   sind  p^i,  l>xi,  py^  die  Senkrechten,  die 
vom  Punkte  Q;^  auf  die  Geraden  O^Os,  OsOi,  OiOg   gefällt 
werden  können,  so  ist 

(12)    c.=E'^. 

Der  Übergang  von  einem  Koordinatendreiecke  zu  einem 
andern  wird  auch  in  Bezug  auf  die  Senkrechten,  welche  auf  eine 
gerade  Linie  gefällt  werden,  durch  homogene  lineare  Gleichungen 
vermittelt. 

Übungen : 

1)  Man  leite  direkt  den  Satz  her,  dafs  der  senkrechte  Ab- 
stand eines  Punktes  auf  der  Geraden  OfOg  von  der  Geraden 
(ri,  r»,  1*3 )  gleich  ist  C2r2  +  Csrj  und  bestimme  die  Bedeutung 
der  Koefficienten  c*  und  Cs  vermittelst  des  in  3.  benutzten  Koeffi- 
cienten a. 

2)  Man  bestimme  die  Gröfse  der  Senkrechten  n,  r»,  rs  für 
die  in  der  Übung  1)  zu  §  3  (S.  18)  angegebenen  Geraden  und 
vergleiche  diese  Längen  mit  den  Koefficienten  der  dort  gefundenen 
Gleichungen. 

3)  Man  suche  die  Abstände  folgender  Punkte  von  der  Geraden 
(r,,  r»,  r3): 

a)  der  Mitte  der  Seite  OjOs, 

b)  des  Schwerpunktes  des  Dreiecks  OiOjOf, 

c)  des  Mittelpunktes  des  umgeschriebenen  Kreises, 

d)  des  Mittelpunktes  des  innem  Berührungskreises, 

e)  des  Höhenpunktes. 

4)  Welche  Relation  besteht  zwischen  den  Senkrechten  Ti, 
r»,  rg,  welche  von  den  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks  auf 
eine  beliebige  Gerade  gefällt  werden  können? 
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Anleitung  zur  Lösung. 

Die  durch  O»  zu  der  gegebenen  Geraden  gezogene  Parallele 
hat  von  O«  den  Abstand  r,  —  n ,  und  von  O»  den  Abstand 
rs  —  fi .  '  Bildet  der  eine  Strahl  dieser  Parallelen  mit  Oi  O,  den 
Winkel  fi  und  mit  O1O3  den  Winkel  p,  so  ist  bei  passender 
Wahl  der  Drehung  ft  —  r  — a,  (für  oi  —  OtO,Oj),  also 
sin  «1  «s  sin  fi  cos  r  —  cos  fi  sin  v. 

Es  ist 

'*" ''  =  %^'  *•" " " %S); ' '°'  f  - ''i -«"''' 

u.  s.  w.     Dadurch  gelangt  man  zu  der  Beziehung: 
—  2  rV^  cos  «o  =»  1. 

"l"2 

Eine  zweite  Lösung  ergiebt  sich  auf  dem  Wege,  welcher  im 
zweiten  Teile  (§  4)  für  die  Ebenen  des  Raumes  durchgeführt 
werden  soll. 

§5. 

Die  allgemeinsten  trimetrischen  Koordinaten  in  der  Ebene. 

1.  Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  in  §  3,  7 
(S.  17)  zeigt,  dafs  die  Koefficienten  aj,  a,,  a,  in  der  Gleichung 
einer  geraden  Linie  in  enger  Beziehung  stehen  zu  den  Senk- 
rechten, welche  man  von  den  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks 
auf  die  Gerade  fällen  kann.  Ebenso  geht  aus  der  Gleichung  (10) 
§  4,  4  hervor,  dafs  die  Koefficienten  c,,  c,,  c,  in  der  Gleichung 
eines  Punktes  eng  mit  den  Senkrechten  verbunden  sind,  die  man 
vom  Punkte  aus  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks  fällt.  Ist 
nämlich  ajPj  +  a^p^  +  agPg  =  0  die  Gleichung  einer  Geraden, 
so  sind  die  von  den  Ecken  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten 
proponional  den  Gröfsen  a^hj,  a^h,,  agh,;  und  wenn  CjTj 
-f  Cjrj  +  Cjr,  =^  0  die  Gleichung  eines  Punktes  ist,  so  sind  die 
von  ihm  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällten  Senkrechten  pro- 
portional den  Produkten  Cjhi,  c,h,,  Cghj.  Diese  Beziehung  ist 
uns  aber  noch  nicht  einfach  genug.  Wir  wollen  daher  versuchen, 
solche  Bestimmungsgröfsen  (Koordinaten)  x,,  x,,  Xg   für  einen 
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Punkt  und  u^,  Ug,  u,  für  eine  Gerade  einzuführen,  dafs  die  Koeffi- 
cienten  aj,  a,,  ag  in  der  Gleichung  einer  Geraden  den  Koordi- 
naten Uj,  Uj,  Ug  der  Geraden  proportional  sind,  und  dafs  ebenso 
die  Koefficienten  Cj,  c,,  c,  in  der  Gleichung  eines  Punktes  sich 
wie  die  Koordinaten  des  Punktes  verhalten.  Mit  andern  Worten: 
Wenn  x,,  \^,  x^  die  Koordinaten  eines  Punktes  und  Uj,  Uj,  Uj 
die  einer  Geraden  sind,  so  soll  die  Bedingung  dafür,  dafs  der 
Punkt  in  der  Geraden  liegt,  durch  die  Gleichung  dargestellt 
werden : 

(1)  XiUj      +     X2U2+      XgUg^-O. 

2.  Das  erreichen  wir  auf  folgende  Weise:  Wir  wählen  drei 
willkürliche,  aber  feste  Konstante  /Wj,  fi^,  fj^^  von  denen  keine 
gleich  null  sein  darf,  und  setzen: 

(2)  Xj     =     //jPl,        Xg     =-     ^,P2,        Xg     =     it/gPg, 

wo  Pi,  Pg,  pg  die  vom  Punkte  auf  die  Seiten  des  Koordinaten- 
dreiecks gefällten  Senkrechten  sind. 

Ebenso  setzen  wir 

(3)     Uj  =-  i-'^ri,  Ug  =  r^rg,  Ug  =  v^r^, 
wo  rj,  rj,  Tg  die  von  den  Eckpunkten  O^,  Og,  O3  auf  die  Gerade 
gefällten  Senkrechten  und  v^,  v^,  v^  gewisse  Konstante  sind. 

Der  Punkt,  welcher  von  den  Seiten  des  Dreiecks  OiO^Og 
die  senkrechten  Abstände  p^,  pg,  pg  hat,  fällt  aber  in  die  Gerade 
hinein,  deren  Abstände  von  den  Eckpunkten  Oj,  O,,  O3  bzw. 
Tj,  r^,  rg  sind,  wofern  die  Gleichung  erfüllt  ist: 

hl  hg    "^    hg    ""    • 

Diese  Gleichung  geht  unter  Einführung  der  Gröfsen  x^  x,, 
Xg  und  Uj,  Ug,  Ug  über  in 

fiiV.h,       fi^v^h,       ^.st'shs 
welche  mit  der  Gleichung  (l)  identisch  wird,  sobald   die  Bedin- 
gungen erfüllt  sind: 

(4)  //,rihi=-//grghg=-//gV3h8. 
Wir  nennen  die  durch  die  Gleichungen  '(2)  eingeführten 
Gröfsen  Xj,  x,,  Xg  die  allgemeinsten  trimetrischen  Punkt- 
koordinaten, und  ebenso  die  durch  die  Gleichungen  (3)  ein- 
geführten Gröfsen  Uj,  u,,  Ug  die  allgemeinsten  trimetrischen 
Linienkoordinaten.  Sie  heifsen  auch  Dreieckskoordinaten. 
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Zudem  bezeichnen  wir  diese  Punkt-  und  Linienkoordinaten  ab 
zusammengehörig,  wofern  die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt 
(x)  in  eine  Gerade  (u)  fällt,  durch  die  Gleichung  (l) 

""^        XjOi  +  x,u,  +  x,u,  —  0 
dargestellt  wird.     Dazu  wird  erfordert: 

a)  dafs  die  Koordinatendreiecke  identisch  sind,  und 

b)  dafs  die  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  benutzten  KoetH- 
cienten  ^j,  //,,  //^  und  rj,  r^,  v^  in  der  Beziehung  (4)  zu  ein- 
ander stehen. 

3.  Lassen  wir  in  der  Gleichung  (1)  die  Koordinaten  Uj,  u„ 
u^  konstante  Werte  b^,  b,,  b,  annehmen,  so  giebt  die  Gleichung 

(5)  biXj  +  bgXj  +  bgXg  ^  0 
die  Bedingung  dafür  an,  dafs  der  Punkt  (x)  in  der  gegebenen 
geraden  Linie  liegt.  Umgekehrt  müssen  die  Koetficienten  bi,  b,, 
bg  in  der  Gleichung  einer  geraden  Linie  ihren  Koordinaten  pro- 
portional sein.  Hat  nämlich  eine  gerade  Linie  von  den  Eck- 
punkten des  Koordinatendreiecks  die  senkrechten  Abstände  rj, 
r,,  rg,  und  sind  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  die 
Senkrechten  pj,  p^,  pj  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  OjOjO, 
gefällt,  so  besteht  die  Bedingung 

Diese  geht  nach  Einführung  der  Gröfsen  Xi,  x,,  x,  über  in 

oder  wegen  der  Gleichungen  (4)  in 

v^x^  .  Xj  +  r^r,  .  x,  +  v^v^  •  X3  —  0. 
Damit  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (5)  identisch  wird, 
müssen   die  Koefficienten   bj,    b,,   b,    den   Gröfsen   v^T^,    i^,r,, 
r^rg,  d.  h.  den  Koordinaten  der  geraden  Linie,  proportional  sein. 

4.  Ebenso  können  wir  in  der  Gleichung  (1)  für  Xj,  x,,  x, 
konstante  Werte  aj,  a,,  a,  annehmen;  wir  erhalten  dann  die 
Gleichung  des  Punktes  (aj,  a„  a,)  oder  mit  andern  Worten  die 
Bedingung  dafür,  dafs  die  Gerade  (Uj,  u„  u,)  durch  den  Punkt 
(^n  ^2>  ^s)  hindurchgeht,  in  der  Form: 

aiUi  +  a,u, +  agUg-.0. 
Die  Koefficienten  in  der  Gleichung  eines  Punktes  smd  semen 
Koordinaten  proportional. 
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5.  Zwischen  den  von  einem  Punkte  auf  die  Seiten  des 
Koordinatendreiecks  gefällten  Senkrechten  besteht  nach  §  2,  6  die 
Beziehung : 

hj       hg       hg 
Diese   geht  unter  Einführung   der  Koordinaten   Xj,   x,,  Xg 
über  in 

^1         I        ^2         I ^_S _  __   I 

f^l^l  ^«^1  ^8^3 

oder  wenn  wir  fi^h^  =  Cj,  //2^2  ^'  ^2»  i^s^a  '^  ^s  setzen,  in 

^1  ^2  *-8 

Hier  sind  (Cj,  0,  0)  die  Koordinaten  des  Punktes  Oj,  (0,  c,,  0) 
die  des  Punktes  O^  und  (0,  0,  Cg)  die  des  Punktes  O3. 

().  Beim  Übergange  zu  einem  andern  Koordinatensystem 
kann  man  nicht  nur  das  Dreieck  OjOjOg,  sondern  auch  die 
Koordinaten  fi^,  fi^^  fi^  und  v^,  v^,  v^  verändern.  Ist  QjQjQg 
das  neue  Koordinatendreieck,  sind  qj,  q^,  q^  die  Senkrechten, 
welche  vom  Punkte  {x^,  x^,  Xg)  auf  die  Geraden  (igQ^»  Q-sQ-i 
und  Q1Q2  gefällt  werden  können,  und  setzt  man: 

yi^/'i'qi»  y2==*i"2'q2>  Ys^^s'qs» 

wo  fi^'y  /t/g',  ^g'  beliebige  Koefficienten  sind:  so  darf  man  die 
Gröfsen  yj,  y^,  yg  als  neue  Punktkoordinaten  betrachten.  Die 
Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  (x)  und  (y)  lassen  sich 
unter  Vermittlung  der  Gleichungen  (11)  und  (12)  §  3,  8  leicht 
herleiten.     Wir  finden: 

yi  =  biiXi  +  bi,Xj+  b^gx, 
(7)     y2  =  t>,iXi  +  bjjX2  +  b,,Xg 

ys^bgjXg  +  bg^Xj  +  bggXg. 
Statt  die  geometrische  Bedeutung  der  neun  Koefficienten  bix 
auf  diese  Weise  zu  bestimmen,    kann   man   folgende  Erwägung 
anstellen.   Wenn  y,  =-  0  sein  soll,  so  mufs  der  betrachtete  Punkt 
auf  der  Geraden  QjQg  liegen;  daher  stellt  die  Gleichung 

biiXi  +  bi,x,+  bjgXg  — 0 
die  Gerade  Q,Qg  in  Koordinaten  des  ersten  Systems  dar.     Die 
Koefficienten  bu,  bj,,  b^g  sind  also  bis  auf  einen  willkürlichen 
Faktor  gegeben,  sobald  die  Gerade  Q,Qg  bekannt  ist. 
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Ebenso  stellt  die  Gleichung 

b«iXi  +  b,,x,  +  b,3Xj  — 0 
die  Gerade  QjQj  und  die  Gleichung 

^siXi  +  bgjX, +  bj3X3  — 0 
die  Gerade  QiQ,  dar.    Sobald  also  das  neue  Koordinatendreieck 
bekannt  ist,   lassen  sich  die  neun  Koefficienten  btx  bis  auf  drei 
willkürliche  Faktoren  bestimmen. 

7.  In  ähnlicher  Weise  formt  man  die  Linienkoordinaten  um. 
Sind  Uj,  u,,  Ug  die  Koordinaten,  welche  man  bei  Benutzung 
des  Dreiecks  OjOjOg  und  für  die  Konstanten  rj,  r,,  v^  erhält, 
und  entsprechen  die  Linienkoordinaten  Vj,  v,,  Vg  dem  Dreieck 
QiQjQs  und  den  Koefficienten  v^\  v^',  v^',  so  kann  man  die 
Gleichungen  (11)  und  (12)  §  4,  H  benutzen,  um  die  Beziehungen 
zwischen  den  Gröfsen  Vj,  v,,  Vg  und  Uj,  u^,  u.^  herzuleiten. 
Dabei  macht  es  sich  aber  unangenehm  bemerklich,  dafs  die  neuen 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  nur  dann  zusammengehören,  wenn 
zwischen  denn  Koefficienten  fi^\  fi^\  fi^'  und  v^\  r,',  r,'  die 
Gleichungen  bestehen: 

^i'^i'hi'-=iM2>2'hj'-=//3>3'h8'. 

Wir  schlagen  deshalb  einen  andern  Weg  ein.  Mit  den  Glei- 
chungen (7)  verbinden  wir  die  Gleichungen: 

V,  «-CnUi  +  Ci,U,-f  C13U3 

(8)     V,  =-c,iUi  +  c,,u, +  C23U3 

V3==C3iUi   +  C8,U,-f  Cj,U3. 

Nun  drückt  die  Gleichung  yjVj  +  y,Vj  +  ygVg  =-  0  die 
Bedingung  dafür  aus,  dafs  der  Punkt  {}\y  y^,  y3)  in  der  Geraden 
(Vi,  Vg,  V3)  liegt.  Daher  mufs  diese  Gleichung  jedesmal  erfüllt 
sein,  wenn  die  Gleichung  XjU^  -f  X2U,  +  X3U3=— 0  befriedigt 
wird.     Es  ist  aber 

Die  rechte  Seite  mufs  also  immer  verschwinden,  wenn  die  Glei- 
chung besteht:  x^u^  +  x,u, -f  XjUj  =»  0,  oder  die  rechte  Seite 
mufs  sein  gleich  a>  (XjUj  +  XjUj-fXgUg).  Daher  mufs  für  un- 
gleiche Marken  ^  und  y  jedesmal  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

Dazu  treten  die  drei  Gleichungen: 

"^iß  ^iß  +  ^tß  <^tß  +  ^zß  ^9ß  ^  ^' 
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Hieraus  folgt,  dafs  der  Koefficient  Caß  bis  auf  einen  für  alle 
Marken  a,  ß  gleichen  Faktor  identisch  ist  mit  dem  Koefficienten 
von  haß  in  der  Determinante: 

'    ^11        ^IJ        ^18 

W     i  b.i     b,,     b,3 

i    ^Bl        ^32       ^38 

Wenn  nämlich  die  Determinante  (9)  mit  B  und  in  ihr  der 
Koefficient  von  haß  mit  Baß  bezeichnet  wird,  so  gilt  für  ungleiche 
Marken  ß  und  y  die  Gleichung: 

^iß  ^ly  +  ^2ß  ^2y  +  ^aß  ^sy  *=  ^y 
während  für  jede  Marke  ß  die  Gleichung  besteht: 

^\ß  ^iß  +  ^2ß  ^iß  +  ^3ß  ^sß  ="  ß- 
Man  kann  also  die  Koefficienten  caß  bis  auf  einen  willkür- 
lichen Faktor  bestimmen,  sobald  die  Koefficienten  haß  bekannt  sind. 
Die  so  gefundene  Beziehung  kann  man  noch  in  anderer  Weise 
aussprechen.  Werden  die  Koordinaten  x  in  die  y  umgewandelt 
vermittelst  der  Gleichungen  (11),  die  man  kurz  auch  in  der  Form 
schreiben  kann: 

y«  =  ShaxXx, 

X 

sind  Uj,  Ug,  Ug  Linienkoordinaten,  die  zu  den  Punktkoordinaten 
Xj,  Xg,  X3  gehören,  und  gehören  ebenso  die  Punktkoordinaten 
yj,  yg,  yg  und  die  Linienkoordinaten  v^,  v,,  Vg.  zusammen,  so 
müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(10)      Ua  =  ()  ShxaVx. 

In  der  That  ist  jetzt 

2rya  Va  =  ^Va  hax  Xx  =  2\x  .  Xva  hax  ==  -  2\)e  \Xx  . 
u,x  X  a  Q 

8.  Nach  §  3,  2  bestehen  zwischen  den  Senkrechten  pj,  p,, 
Psi  Pi  »  P2'>  Ps';  Pi  »  P2  >  P8"»  welche  je  von  drei  Punkten  0, 
1,  2  einer  geraden  Linie  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks 
gefällt  werden  können,  die  Beziehungen: 

p,  — (l+i)Pi'-^Pi" 

P,-(1  +  ^)P,'~^P/ 

P3-.(l+^)Pg'—    ip,". 

Indem  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  oben 
eingeführten    Koefficienten  (i^,   ju,,    jti,    multiplizieren   und   die 
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Koordinaten  des  Punktes  0  mit  x,,  x,,  x,,  die  des  Punktes  l 
mit  Xj',  X,',  Xg'  und  die  des  Punktes  2  mit  x,',  x,  ,  x,"  be- 
zeichnen, erhalten  wir  die  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  (x) 
in  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (x)  und  (x  )  liegt,  in  der 
Form : 

Xj«—(1+Jl)x,    — iXj" 

(11)    x,-=3(l+;i)x,'-;ix," 

X3=-(l+i)x,'—   XX3". 

Diese  Gleichungen  können  wir  in  eine  einzige  zusammen- 
fassen, indem  wir  die  Gleichungen  der  Punkte  einführen.  Ist  die 
Gleichung  des  Punktes  1 

a^Uj  +  ^iU^  +  a3U8==  0, 
die  des  Punktes  2: 

biUj  +  bjUj  +  baU, —  0, 
und  die  des  Punktes  0 

C1U1+     C,U2     +     CgUg^O, 

so  mufs  sein: 

x/  ==  aai,  X2'  =  aa„  Xj'  «  «ag, 

Xj    =  yCj,   Xg  =  yCj,   Xg    ==  /Cg. 
Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (11)  der  Reihe  nach  mit 
Ui,  u^,  Ug,  so  folgt: 

/  (CiUj  +  C2U2  +  C3U3)  =  (1  +  ^)  a  (ajUj  +  ajUj  +  agU,) 
—  ^/:^  (bjUi  +  b,u,  +  bjUj). 
Damit  die  Gerade  (u)  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht,  mufs 
die  linke,  und  somit  auch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ver- 
schwinden.   Die  Gleichung  des  Punktes  0  können  wir  demnach 
auch  in  der  Form  schreiben: 

(a^Uj  +  a,u,  +  agUg)  -  ^Y+iyix (^i"i  +  ^>"»  "*"  ^»"»^  "  ^• 
Hier  setzen  wir  kurz: 
a^u, +ajUj  +  a3U8=»A,   bjU, -f  b,u, -f  bgU,  —  B, 

^ß 
(l-\-X)a 
dann  nimmt  die  letzte  Gleichung 
die  Form  an: 

A-foB  —  O; 
wir  erhalten  also  den  Satz; 
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Sind  A=— 0  und  B=*»0  die  Gleichungen  zweier  Punkte, 
so  kann  man  die  Gleichung  eines  jeden  dritten  Punktes, 
der  mit  ihnen  in  gerader  Linie  liegt,  in  der  Form 
schreiben; 

(12)     A  +  a>B  =  0. 

9.  In  den  Gleichungen  (11)  stellt  der  Quotient  —Xiii  +  X) 
das  Verhältnis  dar,  nach  welchem  die  Strecke  12  im  Punkte  0 
geteilt  wird.  Sind  A  =»  0,  B  =»  0,  A  +  <»B  =»  0  die  Gleichungen 
dreier  in  gerader  Linie  liegender  Punkte,  so  stellt  unter  Bei- 
behaltung der  vorhin  eingeführten  Koefficienten  der  Bruch  ato :  ß 
das  Verhältnis  dar,  in  welchem  die  Abschnitte  stehen,  welche 
durch  den  dritten  Punkt  auf  der  durch  die  beiden  ersten  be- 
grenzten Strecke  bestimmt  werden.  Indem  wir  einen  vierten 
Punkt  A  -f  CO  B  =  0  auf  derselben  Geraden  hinzufügen,  mufs  der 
Quotient 

das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  darstellen. 
Hiernach  liegen  die  vier  Punkte: 

A  =  0,  B«0,  A  +  cöB  =  0,  A  +  «'B=.0 
harmonisch,    wenn    co' :  a?  ==»  —  1    oder  a>'  +  o>  =»  0    ist.     Somit 
stellen  die  Gleichungen: 

A  =  0,  B=«0,  A  +  öjB«0,  A  — coB=-0 
vier  harmonische  Punkte  dar. 

10.  Aus  den  Gleichungen  (7)  §  4,  3  gehen  durch  Multipli- 
kation mit  den  oben  eingeführten  Koefficienten  v^,  i^,,  v,  die 
Gleichungen  hervor: 

Uj  =(>Ui'  +  <Ju/' 
(13)     u,  «-(»Uj+öu," 
Us^-C^Us'  +  öu,", 
wo  (u'),  (u"),  (u)  die  Koordinaten  dreier  gerader  Linien  1,  2,  0 
sind,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  also  einem  Büschel  angehören. 
Ist  ajXj  +a,x,  -f  ajXjS— 0  die  Gleichung  der  Linie  1, 

bjXi-f  bjXj+bgX,— 0 
die  der  Linie  2,  so  mufs  sein 

ai«aui',  a, —au,',  ag—aUj' 
bj— ^Ui",  b,-.^u/,  bj-^u,". 


$  6.    Die  aUgemeinsten  tTimetrischen  Koonünaten  in  der  Ebene.       3^^ 

Aus  den  Gleichungen  (10)  geht  also  durch  Multiplikation 
mit  Xj,  X,,  Xg  die  folgende  hervor: 

UjX^  +  ihXf  4  "3^8  —  ^  (a^Xj  +  a,x,  +  a^x,) 

+  ^(^15^1  +bjx, +b8Xj). 

Soll  demnach  der  Punkt  (x)  auf  der  Geraden  (u)  liegen,  so 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

ajXi  +a,x,+a3X3  +^^(biXi  +b,x,  +b8X8)«.0. 

Wir  schreiben  die  Gleichung  der  Linie  1   kurz  A—0,  die 

-der  Linie  2  kurz  B  =  0  und  setzen    -  «■  co :   dann  können  wir 

PQ 
die  Gleichung  der  Geraden  0  in  der  Form  A  -f  «B  =—  ü  schreiben. 

Sind  A««0  und  B  =  ü  die  Gleichungen  zweier  ge- 
rader Linien,  so  läfst  sich  jede  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehende  Gerade  durch  die  Gleichung  A  +  ö>B  =  0  dar- 
stellen. 

Das  Schnittverhältnis,  nach  welchem  der  von  den  Geraden 
A  =  0  und  B  =  0  gebildete  Winkel  durch  die  Gerade  A  +  eoB  =  0 

seteilt  wird,  ist  gleich  -  =  -- .    Nehmen  wir  eine  vierte  Gerade 
Q        a 

A  -f-  cö'B  =»  0  hinzu,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Geraden 

gleich  --   :  - —  oder  gleich  cd  :  oo'. 
a         a 

Demnach  stellen  die  Gleichungen: 

A  =  0,  B  =  0,  A-f  (üB  =  0,  A~Q>B  =  0 
vier  harmonische  Strahlen  eines  Büschels  dar. 

n.  Es  seien  im  Anschlufs  an  10.  vier  Gerade  eines  Strahlen- 
büschels durch  die  Gleichungen  gegeben: 

(14)    A-f xB  =  0,  A  +  ;iB«-0,  A+fiB==0,  A-frB  =  0. 
Um  das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Strahlen  zu  berechnen, 
setzen  wir 

A-fxB  =  A,,  A  +  ;iB  =  Bi. 
Dann  wird 

K 1 1 1  i  n  g ,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.    I.  S 
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Die  Gleichungen  (15)  können  wir  jetzt  in  der  Form  schreiben: 
A.  =0,  Bj  -0,  A,  +fE|ß.  =0.  A,  -f  ^-~*B,  =0. 
Daher  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  (15)  gleich 
(15)    ^-^:pl?. 

Sind  A  +  a>iB=0,  A4-cöjB=0,  A  +  cö3B=^0,  A  +  cö^B  — O 
die  Gleichungen  von  vier  Strahlen  eines  Büschels,  so  ist  ihr 
Doppelverhältnis  gleich 

COo  — €0,         CO.   — Co, 

— 2 1      ;     i J. 

cOj  —  ö>j  *  a>j  —  o}^ 
12.*  Es  seien  A,  B,  A',  B'  vier  homogen  lineare  Formen  in 
Xj,  Xj,  Xg.  Indem  man  m  alle  möglichen  Werte  annehmen  läfst, 
stellt  die  Gleichung  A  +  coB  =  0  alle  Geraden  eines  Strahlen- 
büschels dar,  der  durch  die  Geraden  A  =  0  und  B  =  0  bestimmt 
ist.  Für  die  Geraden  eines  zweiten  Strahlenbüschels  gilt  bei  der- 
selben Festsetzung  die  Gleichung  A'  -\-  q>B'  =  0.  Jetzt  ordne 
man  jeder  Geraden  des  ersten  Büschels  diejenige  Gerade  des 
zweiten  zu,  in  deren  Gleichung  der  Koefficient  co  denselben  Wert 
hat.  Nun  stellt  co  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Strahlen  dar: 
A  =  0,  B  =  0,  A  +  föB  =  0,  A  +  B  =  0.  Diesen  vier  Strahlen 
entsprechen  aber  im  zweiten  Strahlenbüschel  die  Geraden  A'  =  0^ 
B'  =  0,  A'  +  cöB  =0,  A  +  B'  =  0;  die  so  bestimmten  Qua- 
drupel haben  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Wie  wir  eben  bewiesen  haben,  ist  das  Doppelverhältnis  der 
vier  Strahlen: 

A  +  cöiB  =  0,  A  +  a?2B  =  0,  A  +  CÖ3B  =  0,  A  +  q>,B  =  (> 
gleich 

Co,  —©, 

Da  dies  auch  das  Doppelverhältnis  der  vier  Geraden: 
A  -fa)jß=0,   A'-f-(o,B  =0,    A  +a>3B=0, 
A'  +  a)^B'  =  0 
ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ordnet  man  in  zwei  Strahlenbüscheln  A  +  a>B  =  0  und 
A'  -|-  coB  =  0  diejenigen  Geraden  einander  zu,  zu  denen  gleiche 

>  Der  Schlufs  des  $  kann  anfangs  überschlagen  werden. 
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Werte  von  <o  gehören,  so  haben  je  vier  Gerade  des  einen  Büschels 
dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechenden  Geraden  des 
andern. 

In  gleicher  Weise  kann  man  im  Anschlufs  an  i).,  wenn  A 
und  B  homogen  lineare  Formen  in  Uj,  u^,  U3  sind,  alle  Punkte 
einer  Punktreihe  durch  die  Gleichung  A-^  mB  =  i)  darstellen. 
Ordnet  man  jetzt  wieder  dem  Punkte  A  +  <oB  =  0  den  Punkt 
A'  +  coB  =  0  zu,  so  haben  je  vier  Punkte  der  ersten  Punktreihe 
dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  die  entsprechenden  Punkte  der 
zweiten.  Wesentlich  dasselbe  gilt  auch,  wenn  man  dem  Punkte 
A  +  G)B  =  0  einer  Punktreihe  den  Strahl  A  +  cvB  =  0  eines 
Büschels  zuordnet. 

Wir  sagen,  zwei  einstufige  Gebilde  (§  1,  10)  seien  einander 
projektiv  zugeordnet,  wenn  jedem  Elemente  des  einen  ein 
Element  des  andern  derartig  entspricht,  dafs  das  Doppelverhältnis 
von  irgend  vier  Elementen  gleich  ist  dem  Doppelverhältnisse  der 
entsprechenden  Elemente  des  andern.  Hiernach  dürfen  wir  den 
soeben  bewiesenen  Satz  in  folgender  Form  aussprechen: 

Ordnet  man  zwei  ebene  Strahlenbüschel  A  +  coB  =  0, 
A  +  cöB'  =  0  oder  zwei  gerade  Punktreihen  A  +  ^B  =  0, 
A  +  G)B  =  0  oder  eine  Punktreihe  A  +  coB  =  0  und  einen 
Strahlenbüschel  A  +  wB  ^  0  einander  derartig  zu,  dafs  solche 
Elemente  einander  entsprechen,  für  welche  der  Koefficient  oj  den- 
selben Wert  hat,  so  sind  die  Gebilde  einander  projektiv  zuge- 
ordnet. 

13.  Wenn  wir  zwei  einstufige  Gebilde  projektiv  auf  einander 
beziehen  wollen,  so  dürfen  wir  drei  Elementen  des  einen  drei 
des  andern  willkürlich  zuordnen. 

Es  genügt,  diesen  Satz  für  Punktreihen  zu  beweisen,  da  der 
Beweis  für  andere  Gebilde  im  wesentlichen  ungeändert  bleibt. 
Man  sieht  sofort,  dafs  die  projektive  Zuordnung  vollständig  be- 
stimmt ist,  nachdem  man  drei  Punkten  a,  ß,  y  einer  Punktreihe 
drei  Punkte  a',  ß ,  y  einer  andern  zugeordnet  hat;  man  hat  näm- 
lich jedem  vierten  Punkte  §  denjenigen  Punkt  ^  zuzuordnen,  für 
welchen  das  Doppelverhältnis  {dß'y'^')  =  (aßyg)  ist.  Hiernacli 
können  wir  höchstens  drei  Punktepaare  in  den  Punktreihen  als 
entsprechend  einander  zuordnen.  Dafs  man  diese  Zahl  aber  wirk- 
lich wählen  darf,  erkennt  man  auf  folgende  Weise: 

8* 
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Drei  beliebige  Punkte  der  ersten  Punktreihe  können  wir  durch 
die  Gleichungen  darstellen:  A  =  0,  B  =  0,  A  -{-  B  =  0. 

Demjenigen  Punkte  der  zweiten  Punktreihe,  welcher  dem 
Punkte  A  =  0  entspricht,  kann  man  die  Gleichung  ^'=»0  geben; 
ebenso  kann  man  die  Gleichung  des  dem  Punkte  B  =  0  ent- 
sprechenden Punktes  kurz  R  =  0  schreiben.  Dann  entspricht  dem 
Punkte  A  +  B  =  0  ein  Punkt  xÄ  +  XB  =  0.  Hier  ersetze  man 
xA'  durch  A'  und  XB  durch  R;  dann  entspricht  dem  Punkte 
A  +  B  =  0  der  Punkt  A'  -\-  B'  =  0.  Indem  man  jetzt  dem  Punkte 
A  +  (oB  =  0  den  Punkt  Ä  +  wB'  =  0  entsprechen  läfst,  ist  eine 
projektive  Zuordnung  der  beiden  Punktreihen  herbeigefühn. 

Übungen. 

1)  Statt  die  Koefficienten  //j,  //g,  .Wg  einzuführen,  kann  man 
die  Winkel  festsetzen,  unter  denen  von  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  aus  gerade  Strecken  bis  zu  den  Seiten  des  Koordinaten- 
dreiecks gezogen  werden  sollen.    So  möge  Xj  gegen  OjOj  unter 

einem  Winkel  von  60°  (  -  j,  Xg  gegen  OgOi  unter  einem  Winkel 
von  45°(vj    und   Xg    gegen   OjOg    unter   einem    Winkel    von 

•30°  l-j  geneigt  sein.     Man  bestimme  für  diese  Festsetzung  die 

Koefficienten  //j,  fi^,  ft^;  ferner  suche  man  die  Koordinaten  Xj, 
Xg,  Xg  für  die  Eckpunkte  und  für  die  merkwürdigen  Punkte  des 
Dreiecks  OiOjOg. 

2)  Man  kann  auch  verlangen,  dafs  die  Gröfsen  Xi,  x,,  xs 
<ier  Reihe  nach  drei  Strecken  gleich  sein  sollen,  welche  zu  vor- 
geschriebenen Richtungen  parallel  verlaufen.  So  ziehe  man  von 
dem  zu  bestimmenden  Punkte  aus  gerade  Strecken  parallel  zu  den 
Halbierungslinien  der  Winkel  des  Dreiecks  OiO^Os  jedesmal  bis 
zum  Schnitt  mit  der  gegenüberhegenden  Seite  und  wähle  diese 
drei  Strecken  zu  Koordinaten  des  Punktes.  Bei  dieser  Fest- 
setzung sollen  wieder  die  in  1)  gestellten  Fragen  beantwortet 
werden. 

3)  Die  soeben  gewählten  Richtungen  ersetze  man  durch  die 
der  drei  Mittellinien  und  erledige  dieselben  Fragen  wie  vorher. 

4)  Als  Koordinaten  X|,  x,,  Xa  des  Punktes  P  wähle  man  die 
Flächenräumc  der  Dreiecke  OtOjP,  OsO,P,  0|0,P,  wobei  der 
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Flächeninhalt  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhalten  soll, 
jenachdem  der  Punkt  P  dem  positiven  oder  negativen  Teile  gegen 
die  entsprechende  Dreiecksseite  angehört. 

a)  Man  gebe  die  der  Gleichung  (6)  entsprechende  Be- 
ziehung an,  welche  zwischen  diesen  drei  Gröfsen  Xi, 
xj,  Xs  besteht. 

b)  Welche  Werte  hat  man  den  Koefficienten  ^j,  ^t,  ^ij 
beizulegen,  um  aus  unsern  allgemeinen  Festsetzungen 
zu  diesen  Koordinaten  zu  gelangen? 

c)  Man  bestimme  die  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  und 
die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  OiOfOj. 

d)  Wenn  man  die  Koordinaten  X|,  x^,  Xs  in  der  ange- 
gebenen Weise  wählt,  so  darf  man  als  zugehörige 
Koordinaten  einer  Geraden  die  von  den  Eckpunkten 
auf  die  Gerade  gefällten  Senkrechten  betrachten.^ 


§6- 
Die  Verhältnisse  der  Koordinaten  als  Doppelverhältnisse. 

1.  Indem  wir  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  X|,  x»,  Xs  die 
willkürlichen  Konstanten  /[/j,  /z^,  //s  benutzt  haben,  ist  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  Koordinaten  eines  Punktes  zurückgedrängt 
worden.  Wir  wollen  versuchen,  diesen  Nachteil  wenigstens  zum 
Teil  zu  beseitigen.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  denjenigen 
Punkt  E,  für  welchen  die  drei  Gröfsen  X|,  Xj,  Xs  denselben  Wert 
haben;  wir  nennen  ihn  den  Einheitspunkt  des  Koordinaten- 
systems. 

Dieser  Punkt  läfst  sich,  nachdem  die  Koefficienten  ^i,  ^i, 
fi3  gegeben  sind,  in  folgender  Weise  finden.  Sind  ei,  e,,  et  die 
von  ihm  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefällten  Senk- 

»  Diese  Koordinaten,  welche  Möbius  1827  in  seinem  »baryccntrischen 
Calcul«  benutzt,  haben,  wie  aus  den  Sätzen  über  die  Zusammensetzung  paral- 
leler Kräfte  hervorgeht,  folgende  Eigenschaft:  Errichtet  man  in  den  Punkten 
O,,  0<,  O,  Senkrechte  auf  der  Ebene,  welche  der  Reihe  nach  gleich  x,,  x,. 
Xj  sind  und  dem  Vorzeichen  entsprechend  nach  oben  oder  nach  unten  ge- 
richtet sind,  so  stehen  sie  im  Gleichgewicht,  falls  man  noch  im  Punkte  P  eine 
Kraft  gleich  dem  Flächeninhalt  des  Dreiecks  senkrecht  zur  Ebene  nach  unten 
hin  anbringt. 
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rechten,  so  sind  seine  Koordinaten  fiiCiy  ^»e^,  fisCs.  Da  aber 
fiiCi  =  fiiCi^=fi3Ci  sein  soll,  so  müssen  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

et       fii'  e,       fii 

Die  sämtlichen  Punkte,  für  welche  die  Abstände  von  den 
Geraden  0^0$  und  O1O3  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  fit  :  f/| 
stehen,  liegen  auf  einer  geraden  Linie;  ebenso  enthält  eine  zweite 
gerade  Linie  alle  Punkte,  deren  Abstände  von  den  Geraden  AjAj 
und  Ai  A2  das  Verhältnis  //j  :  fii  haben.  Falls  diese  beiden  Geraden 
nicht  parallel  sind,  haben  sie  einen  Schnittpunkt,  für  den  ^le, 
=«^262  =/Mse8  ist. 

Man  kann  auch,  nachdem  die  Koefficienten  ^, ,  //g,  fi^  ge- 
geben sind,  die  Senkrechten  ei,  Cj,  es  berechnen.  Zu  den  Glei- 
chungen ^lei  ==  fi^Qi  =  fi^es  tritt  die  Gleichung  (1)  §  2,  5: 

h,  "^  hg  "*■  h3  "" 
Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  erhält  man: 

I-f h-  +  W+w)- ''  !-(h-  +K+fi)  =  '• 

fii\hi        hi       hs/  itf«\ni        hg       hs/ 

?('r  +  h"  +  ir)  =  i- 

fi3\ni       hg       hsy 

Falls  also   der  gemeinschaftliche  Faktor   -^  -f  ~*  -[-  ~'  von 

^1       e ,       e  j, 

null  verschieden  ist,  kann  man  die  Werte  von  e,,  e,,  eg  angeben 

und  dadurch  die  Lage  des  Punktes  E  bestimmen. 

Der  ausgeschlossene  Fall  wird  sich  später  gleichfalls  erledigen. 

2.  Wenn  umgekehrt  der  Punkt  E  gegeben  ist  und  e,,  e,, 
eg  die  von  ihm  auf  die  Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefeilten 
Senkrechten  sind,  hat  man  die  Koefficienten  ^j,  ^,,  ^3  so  zu 
wählen,  dafs 

i^iC,  =^,e,  =^8eg 
ist.  Zu  dem  Ende  können  wir  noch  den  gemeinschaftlichen  Wert 
dieser  drei  Produkte  willkürlich  wählen.  Wir  können  aber  auch 
einen  der  Koefficienten  /e/,,  ^j,  fi^  willkürlich  annehmen  und 
dann  die  beiden  andern  berechnen.  Es  sind  also  jetzt  die  Ver- 
hältnisse der  Konstanten  und  damit  die  Verhältnisse  der  Koordinaten 


$  6.    Die  V'erhältnisse  der  Koordinaten  als  Doppelverhiltnisse.        3i* 

Xj,  X,,  X,  för  jeden  Punkt  bestimmt.  Hiernach  ergiebt  sich 
<ler  Satz: 

Kennt  man  die  Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks 
und  den  Einheitspunkt,  so  können  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  für  jeden  Punkt  ermittelt  werden. 

3.  Da  uns  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  für  jeden  Punkt 
bekannt  sind,  sobald  wir  die  Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks 
und  den  Einheitspunkt  angenommen  haben,  fragen  wir,  welche 
Bedeutung  die  Quotienten  aus  zwei  Koordinaten  des  Punktes  P 
besitzen. 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnung  ist 

x?  ^/fiEi  ^  P»  .  ^8  ^  Pf   .  ^. 
Xs       ^sPs       Ps  *  ^j       P»  *  «» 


Nun  ist  (nach  §  1,  5)  der  Bruch  p,  :  p^  bis  auf  das  Vor- 
zeichen das  Schnittverhältnis,  nach  welchem  der  Winkel  OjOjO, 
durch  den  Strahl  OiP,  und  der  Bruch  e, :  e,  das  Schnittver- 
hältnis, nach  welchem  derselbe  Winkel  durch  den  Strahl  0|H 
geteilt  wird.  Indem  man  noch  die  Vorzeichen  berücksichtigt, 
«rkennt  man,  dafs  der  Quotient 

Pt  .  Li 

Ps    '    «» 
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das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Strahlen  OjOg,  OjO,,  OjP  und 
O^E  darstellt;  es  ist: 

(1)    ''i  =  (O,  :  0,0,PE). 

Nennt  man  E^  den  Schnittpunkt  von  O^E  mit  O^Og  und 
Pj   den  Schnittpunkt  von  OjP  mit  OjOg,  so  ist  auch: 

^  =  (0,0,P,E,). 

Indem  man  die  Geraden  OgOg,  OgOj,  O^Oj  der  Reihe 
nach  kurz  durch  I,  II,  III  bezeichnet,  läfst  sich  die  vorstehende 
Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

^  =  (II,  III,  0,P,  O.E). 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich: 

■  »-  =  (O,  :  0.0,PE)  =  (0.0,P,E,)  =  (UI,  I,  0,P,  0,E), 

^J-  =  (O3  :  O.O.PE)  =  (0.0,P,E.)  =  (I,  U,  O3P,  0,E). 

Das  Verhältnis  zweier  Koordinaten  ist  demnach 
gleich  dem  Doppelverhältnisse,  welches  die  entspre- 
chenden Seiten  des  Koordinatendreiecks  mit  den  beiden 
Geraden  bilden,  welche  von  ihrem  Schnittpunkte  nach, 
dem  zu  bestimmenden  Punkte  und  dem  Einheitspunkte 
gezogen  werden. 

4.  Einheitsgerade  nennen  wir  diejenige  Gerade,  für  welche 
die  Koordinaten  Uj,  Uj,  Ug  denselben  Wert  haben. 

Ihre  Gleichung  in  Punktkoordinaten  ist: 
^1  +  ^2  +  Xg  =0. 

Für  den  Schnittpunkt  dieser  Linie  mit  der  Geraden  0,0, 
ist  Xj=(),  also  auch  X2+X3=0.  Die  Gerade,  welche  dei> 
Punkt  Ai  mit  dem  Einheitspunkte  verbindet,  hat  die  Gleichung 
X2=Xg  oder  x^— XgSsO. 

Demnach  gehen  vom  Punkte  Oi   die  vier  Geraden  aus: 

X,   =0,     X8=0,     X,—  Xg=0,     X,    +Xg=0. 

Diese  vier  Linien  liegen  nach  §  5,  y  harmonisch;  sie  schneiden 
also  auch  die  Gerade  0,0g  in  vier  harmonischen  Punkten.  Da 
man  eine  gleiche  Überlegung  für  die  andern  Seiten  des  Koordi- 
natendreiecks anstellen  kann,  so  gilt  der  Satz: 
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Die  Einheitsgerade  schneidet  jede  Seite  des  Koordi- 
natendreiecks in  demjenigen  Punkte,  welcher  in  Bezug 
auf  die  Eckpunkte  dem  Schnittpunkte  der  Verbindungs- 
linie des  Einheitspunktes  mit  dem  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  harmonisch  zugeordnet  ist. 


Um  die  Einheitsgerade  zu  finden,  ziehen  wir  die  Geraden 
O^S  und  O^S  bis  zu  den  Schnittpunkten  <$",  und  S,^  je  mit  der 
gegenüberliegenden  Dreiecksseite.  Jetzt  suche  man  zu  den  Punkten 
Oj,  Os,  Si  den  vierten  harmonischen  Punkt  Ei  und  zu  Os,  A|, 
Si  den  vierten  harmonischen  Punkt  E^.*  Die  Gerade  E|E,  hat 
die  Gleichung:  x,  -f  X2+Xs=0;  sie  ist  also  die  Einheitsgerade. 
Diese  schneidet  die  Seite  OiO,  in  einem  Punkte  Ej,  welcher  zu 
den  Punkten  0|,  Ot,  <^3  harmonisch  liegt.  Wir  wären  also  zu 
derselben  Geraden  gelangt,  wenn  wir  den  Punkt  E3  mit  einem 
der  Punkte  Ei   und  E^  verbunden  hätten. 

5.  Da  wir  dem  Einheitspunkt  jede  Lage  mit  Ausschlufs  der 
drei  geraden  Linien  O^Os,  OsO,  und  0,0»  geben  können,  so 
folgt  aus  der  vorangehenden  Untersuchung  der  Satz: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
mit  den  Eckpunkten  eines  Dreiecks,  verlängert  jede 
dieser  Geraden  bis  zum  Schnittpunkte  mit  der  gegen- 
überliegenden Dreiecksseite  und  sucht  zu  jedem  dieser 
Schnittpunkte  den  vierten  harmonischen  Punkt  in  Bezug 
auf  die  Endpunkte  der  entsprechenden  Seite,  so  liegen 
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diese  drei  Punkte  in  gerader  Linie.  Diese  Gerade  heifst 
die  Harmonikale  des  Punktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  das  gegebene 
Dreieck  zum  Koordinatendreieck  und  den  Punkt  zum  Einlieits- 
punkte;  wir  zeigen  dann  auf  dem  soeben  durchgeführten  Wege, 
dafs  die  neu  konstruierte  Gerade  die  Einheitsgerade  ist. 

Den  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satz  können  wir 
jetzt  in  folgender  Weise  aussprechen : 

Die  Einheitsgerade  ist  die  Harmonikale  des  Ein- 
heitspunktes in  Bezug  auf  das  Koordinatendreieck. 

Damit  ein  Punkt-  und  ein  Linien-Koordinatensystem  in  dem 
Sinne,  den  wir  oben  (§  5,  2  S.  27)  angegeben  haben,  zusammen- 
gehören, müssen  sie 

a)  auf  dasselbe  Koordinatendreieck  bezogen  sein, 

b)  mufs  die  Einheitsgerade  des  Liniensystems  die  Harmoni- 
kale zum  Einheitspunkte  des  Punktsystems  in  Bezug  auf  das 
Koordinatendreieck  sein. 

6.  Die  von  den  Eckpunkten  Oi,  O,»,  O3  auf  die  Einheits- 
gerade gefällten  Senkrechten  seien  si,  62,  63,  somit  ri«i,  v^ff^ 
V3SS  die  Koordinaten  der  Einheitsgeraden.     Es  mufs  also 

sein.  Sind  jetzt  u,,  U2,  u$  die  Koordinaten  einer  beliebigen  Geraden, 
so  ist  unter  Beibehaltung  der  früher  angewandten  Bezeichnung: 

"2  ^^212^^2   .  »!_8^r_2  .  ?2. 

Wir  nennen  Fi  den  Schnittpunkt  der  Geraden  (ui,  u«,  uj) 
mit  O2O3,  A  ihren  Schnittpunkt  mit  O^Oi  und  A  den  mit 
OiOj.  Dann  stellt  (nach  §  1,  2  S.  1)  der  Bruch  t^:t^  das  Ver- 
hältnis dar,  nach  welchem  die  Strecke  0,0 3  im  Punkte  E,  ge- 
teilt wird,  und  der  Bruch  r,  :  r^  das  Schnittverhältnis  für  die 
Teilung  derselben  Strecke  im  Punkte  F^ ;  demnach  ist  der 
Quotient 


das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  O,,  O,,  /\,  E, ;  es  ist  also 
u,  :u3=(0,Ü3/\Ej). 


S  6.     Die  Verhältnisse  der  Koordinaten  als  Doppelverhiltnisse.        43 


Ebenso  ergiebt  sich: 

Ugru,  =(030,r,E,), 
u,  :u,  =(0,0,r,E,). 
Das  Verhältnis  zweier  Linienkoordinaten  ist  gleich 
demDoppelverhältnisse,nach  welchem  dieentsprechende 
Seite  de sKoordinatendreiecks  durch  die  zu  bestimmende 
Gerade  und  die  Einheitsgerade  geteilt  wird. 
Übungen : 

1)  Beschreibt  man  um  den  Einheitspunkt  S  einen  Kreis,  der 
die  drei  Seiten  OjOg,  0,0 j  und  OjO,  des  Koordinatendreiecks 
der  Reihe  nach  in  den  Punktepaaren  Fj  und  F^  ,  F,  und  F,\ 
Fg  und  Fg  trifft,  und  zieht  man  durch  den  Punkt  P  die  drei 
Strecken  PP,,  PP,,  PPg  bezw.  parallel  zu  S¥^,  <^F„  <^F,  bis 
zum  Schnitt  mit  der  entsprechenden  Seite,  so  verhalten  sich  PP,, 
PP,,  PPj  wie  die  Koordinaten  x,,  x,,  x,  des  Punktes  P. 

2)  Von  den  Punkten  O,,  O,,  Oj  ziehe  man  drei  gleiche 
Strecken  bis  zur  Einheitsgeraden.  Zieht  man  jetzt  von  O^,  O,, 
Og  nach  einer  beliebigen  Geraden  drei  Strecken  mj,  m,,  m,, 
welche  gegen  sie  der  Reihe  nach  unter  denselben  Winkeln  ge- 
neigt sind,  wie  die  ersten  Strecken  gegen  die  Einheitsgerade, 
so  verhalten  sich  diese  Strecken  wie  die  Koordinaten  dieser 
Geraden. 

3)  Wählt  man  zu  Koordinaten  eines  Punktes  die  auf  die 
Seiten  des  Koordinatendreiecks  gefällten  Senkrechten  p,,  p,,  p,. 
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SO  ist  der  Mittelpunkt  des  innern  Berührungskreises  Einheitspunkt, 
und  die  Einheitsgerade  geht  durch  die  drei  Punkte,  in  denen 
jedesmal  die  Halbierungslinie  eines  Aufsenwinkels  die  gegenüber- 
liegende Seite  trifft. 

4)  5)  Nachdem  das  Koordinatendreieck  und!  j.  t-  i    ♦.         j  I 

Idiehmheitsgerade) 

gegeben  sind,  bestimme  man  die  drei  { ^  ,  ,  deren  Koordi- 
naten sich  verhalten 

a)  wie  —  1:1:1 

b)  wie  1  :  -  1  :  1 

c)  wie  1  :  1  :  —  1. 

§7. 
Das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige  Vierseit. 

1.  Vier  Punkte  der  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  bestimmen  ein  vollständiges  Viereck.  Diese 
vier  Punkte  heifsen  die  Eckpunkte,  die  sechs  Verbindungslinien 
von  je  zwei  Eckpunkten  die  Seiten  und  die  Schnittpunkte  von 
je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  die  Diagonalpunkte  des 
Vierecks.  Ein  vollständiges  Viereck  hat  demnach  vier  Ecken, 
sechs  Seiten  und  drei  Diagonalpunkte.  Sind  die  vier  Eckpunkte 
1,  2,  3,  4,  so  sind  die  Seiten  12,  13,  14,  23,  24,  34  und  die 
Diagonalpunkte  I  (Schnittpunkt  der  Seiten  12  und  34),  II  (Schnitt- 
punkt der  Seiten  13  und  24),  III  (Schnittpunkt  der  Seiten  14 
und  23). 

2.  Wir  wählen  die  Punkte  1,  2,  3  zu  Eckpunkten  des 
Koordinatendreiecks  und  den  Punkt  4  zum  Einheitspunkte.  Dann 
haben  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

Ui  =0,  Uj  =  0,  Ua  =0,  u,  +  u,  +  U3  =  0. 
Da  der  Punkt  I  in  der  Geraden  12  liegt,  so  ist  seine  Glei- 
chung in  der  Form  darstellbar:  Ui  -{- Zut  =0,  und  da  er  auch  in 
der  Geraden  34  liegt,  so  kann  seine  Gleichung  auch  die  Form 
erhalten :  U|  +  u^  +  ^s  +  t^^i  =  ^'  Damit  diese  beiden  Formen 
identisch  werden,  mufs  >l  =  l,  ju  =  — 1  werden;  die  Gleichung 
des  Punktes  I  ist  demnach:  U|  +  u,  =0.  Ebenso  ist  die  Gleichung 
des  Punktes  11 :  Ui  -j-  us  =  0  und  die  des  Punktes  III :  u^  +  Uj  =  0. 
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Jeder  Punkt  auf  der  Geraden  II III  hat  die  Gleichung: 

(l)     u,  4-U5+p(u, +  U,)  =  Ü. 


Diese  geht  für  p  =  —  1  in  Ui  —  Ug  =  0  über,  stellt  also,  da 
der  entsprechende  Punkt  auf  der  Geraden  12  liegen  muls,  den 
Schnittpunkt  der  Diagonale  II III  mit  der  Seite  12  dar.  Geben 
wir  aber  in  (1)  dem  Koefficienten  q  den  Wert  1,  so  wird  die 
Gleichung  Ui  +  "«  +  ^u^  =  0  auch  in  der  Form 

Us  4-  (ui  +  ui  +  Us)  =  0 
geschrieben  werden  können.     Die  Gleichung  (1)  stellt  also  für 
{*  =  l    den  Schnittpunkt   der  Diagonale  II III    mit   der  Geraden 
34  dar. 

Ebenso  stellt  die  Gleichung 

Ui   +U2  +  (>(U,   +Us)  =  0 

für  (>  =  — -  1  den  Schnittpunkt  der  Diagonale  I II  mit  der  Seite 
23  und  für  Q=l  den  Schnittpunkt  mit  der  Seite  14  dar.  Die 
Gleichungen  der  Punkte,  in  denen  die  Diagonale  IUI  mit  den 
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Seiten  13  und  24  zusammentrifft,  werden  erhalten,  wenn  man 
in  der  Gleichung  Ui  -f  Ug  -["  C(Uf  +  "sj  =  ^  <icm  Koefficienten  (> 
die  Werte  —  1  und  +  1  giebt. 

3.  Die  letzten  Gleichungen  führen  sofort  auf  den  Satz: 
Die    Verbindungslinie    zweier    Diagonalpunkte     in 

einem  vollständigen  Viereck  wird  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  denjenigen  beiden  Seiten,  welche  durch 
keinen  der  beiden  Diagonalpunkte  hindurchgehen,  har- 
monisch geteilt. 

In  derThat  hat  der  Diagonalpunkt II die  Gleichung:  Ui+Us=0 
und  der  Diagonalpunkt  III:  U2-|-U3=0.  Man  erhält  demnach 
zwei  beliebige,  zu  ihnen  harmonisch  gelegene  Punkte,  wenn  man 
dem  Koefficienten  q  in  der  Gleichung  (1)  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  beilegt.  Dem  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie 
mit  der  Seite  12  entspricht  aber  der  Wert  (»=  —  1,  und  dem 
Schnittpunkte  mit  der  Seite  34  der  Wert  q  =  1. 

In  gleicher  Weise  folgt  der  Satz  für  die  beiden  andern 
Geraden,  durch  welche  zwei  Diagonalpunkte  mit  einander  ver- 
bunden werden. 

4.  Jede  Seite  eines  vollständigen  Vierecks  wird 
durch  den  auf  ihr  liegenden  Diagonalpunkt  und  den 
Schnittpunkt  mit  der  Verbindungslinie  der.  beiden  an- 
dern Diagonalpunkte  harmonisch  geteilt. 

Offenbar  liegen  die  vier  Punkte: 

Ui  =0,  Ua  =  0,  ui  +  "2  =  ^>  "i  —  u»  =  0 
zu  einander  harmonisch.  Wie  wir  eben  gesehen  haben,  stellt  die 
Gleichung  Ui  +  u<  =  0  den  Diagonalpunkt  I  und  die  Gleichung 
Ui  —  uj  =  0  den  Schnittpunkt  mit  der  Verbindungslinie  der  Dia- 
gonalpunkte II  und  III  dar.  —  Für  die  andern  Seiten  erhält  man 
ähnliche  Gleichungen. 

5.  Vier  gerade  Linien  der  Ebene,  von  denen  keine  drei 
durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden  ein  vollständiges  Vier- 
sei t.  Man  nennt  hier  die  vier  Geraden  die  Seiten,  die  sechs 
Schnittpunkte  je  zweier  Seiten  die  Eckpunkte  und  die  drei 
Verbindungslinien  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten 
die  Diagonalen  des  Vierseits.  Indem  man  die  drei  ersten  Seiten 
zu  den  Seiten   des  Koordinatendreiecks  und  die   vierte  zur  Ein- 


S  7.    Das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige  Vierseit.  47 

heitsgerade  nimmt,  haben  die  vier  Seiten   der  Reihe   nach   die 
Gleichungen: 

xj  =  0,   X,  =  0,  Xt  =  0,   X,  +  X,  +  xs  =  0. 


Da  die  Gleichung  Xi  +  x^  =  0,  deren  Form  sofort  zeigt, 
dals  die  entsprechende  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
ersten  Geraden  hindurchgeht,  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 
kann:  (xi  +  Xg  +  X3)  —  xs  =  0,  so  stellt  sie  die  Gerade  dar, 
welche  den  Schnittpunkt  der  Linien  xi  =  0,  x^  =  0  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Linien  x»  +  x^  +  X3  =  0 ,  X3  =  0  verbindet. 
Die  Gleichungen  der  drei  Diagonalen  sind  somit: 

xi  +Xi=  0,  Xi  +  X3  =  0,  X2  +  X3  =  0. 

Die  Gleichung:  Xi  — Xj  =0  kann  auch  geschrieben  werden: 

>^i  +  Xs)  —  (xi  +  Xs)  =  0;   die  entsprechende  Gerade  verbindet 

den  Schnittpunkt   der  Seiten   x,  =  0  und  x,  =  0   mit  dem   der 

Diagonalen    x,  +  X3  =  0    und    x,  +  Xs  =  0.      Nun    stellen    die 

Gleichungen : 

Xi  =0,  Xj  =  0,  xi  +  X,  =  0,  xi  —  X,  =  0 
vier  harmonische  Strahlen  dar;  es  gilt  also  der  Satz: 

Zwei  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  liegen 
harmonisch  zu  der  von  ihrem  Schnittpunkte  ausgehenden 


48  §  8.    Die  uneigentlichen  Gebilde  in  der  Ebene. 

Diagonale  und  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit 
dem  Schnittpunkte  der  beiden  andern  Diagonalen. 

<).  Das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige  Vierseit 
hangen  unter  einander  aufs  engste  zusammen.  So  kann  man  in 
der  Figur  auf  S.  45  die  vier  Geraden  12,  23,  34,  41,  die  zu  zweien 
je  einen  Eckpunkt  gemeinschaftlich  haben,  als  die  Seiten  eines 
vollständigen  Vierseits  auffassen ;  die  Eckpunkte  desselben  sind  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  I,  III  und  die  Diagonalen  die  Geraden  (13), 
(24),  (IUI).  Nach  4.  wird  die  Strecke  (13)  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Geraden  (24)  und  (I III)  harmonisch  geteilt.  In 
der  neuen  Auffassung  ist  die  Gerade  (13)  eine  Diagonale;  die 
beiden  zuletzt  erwähnten  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  mit  den 
andern  Diagonalen.  Daher  können  wir  dem  obigen  Satze  auch 
folgenden  Ausspruch  geben: 

Jede  Diagonale  eines  vollständigen  Vierseits  wird 
durch  die  beiden  andern  Diagonalen  harmonisch  ge- 
teilt. 

Übungen  : 

1)  Durch  biofses  Ziehen  von  geraden  Linien  zu  drei  Punkten 
einer  geraden  Linie  den  vierten  harmonischen  Punkt  finden. 

2)  In  drei  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  den 
vierten  harmonischen  Strahl  konstruieren. 

3)  Den  unzugänglichen  Schnittpunkt  zweier  gegebener  geraden 
Linien  mit  einem  gegebenen  Punkte  durch  eine  gerade  Linie 
verbinden. 

§8. 
Die  uneigentlichen  Gebilde  in  der  Ebene. 

1.  Während  der  Satz:  Durch  zwei  Punkte  läfst  sich  eine 
gerade  Linie  legen,  ganz  allgemein  gilt,  erleidet  der  Satz:  Zwei 
gerade  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  für  den  Fall  eine  Ausnahme,  dafs  die  geraden  Linien 
parallel  sind.  Daher  sind  wir  genötigt,  bei  allen  Untersuchungen, 
in  denen  es  sich  um  den  Schnitt  zweier  gerader  Linien  handelt, 
den  Fall  des  Parallelismus  gesondert  zu  behandeln.  Wir  wollen 
versuchen,  eine  Ausdrucksweise  einzuführen,  durch  welche  eine 
einheitliche  Behandlung  ermöglicht  wird. 
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Zu  dem  Ende  stellen  wir  mit  der  Geraden  AB  zunächst  die 
Jurch  einen  festen  Punkt  P  gehende  Parallele  zusammen  und 
wollen  sagen,  diese  beiden  geraden  Linien  hätten  einen  uneigent- 
lichen oder  idealen  Punkt  gemeinschaftlich. 


Lassen  wir  eine  bewegliche  Gerade  PC  in  der  Anfangslage 
mit  der  Senkrechten  PQ.  zusammenfallen  und  drehen  wir  sie  so 
um  den  festen  Punkt  P,  dafs  sie  stets  in  der  Ebene  PAB  bleibt, 
so  entfernt  sich  ihr  Schnittpunkt  immer  weiter  von  Q,  je  näher 
die  Gerade  PC  an  die  Parallele  heranrückt.  Demnach  sagen  wir, 
der  eingeführte  uneigentliche  Punkt  liege  unendlich  fern. 

2.  Aufser  diesem  unendlichfernen  Punkte  der  Geraden  AB, 
der  als  der  Schnitt  mit  der  durch  den  Punkt  P  gezogenen  Pa- 
rallelen betrachtet  wird,  dürfen  wir  auf  AB  keinen  weiteren  un- 
eigentlichen Punkt  annehmen ,  falls  die  beiden  an  die  Spitze 
gestellten  Sätze  allgemein  gelten  sollen.  Denn  nachdem  der 
erwähnte  uneigentliche  Punkt  eingeführt  ist,'  haben  wir  bereits 
erreicht,  dafs  jede  durch  P  gehende  gerade  Linie  mit  AB  einen 
Punkt  gemeinschaftlich  hat.  Gäbe  es  auf  AB  noch  einen  weiteren 
uneigentlichen  Punkt,  so 'könnte  man  durch  ihn  und  den  Punkt  P 
eine  Gerade  1  legen,  weil  der  oben  zuerst  genannte  Satz  keine 
.\usnahme  erleiden  darf.  Ein  zweiter  Punkt,  den  AB  mit  l  ge- 
meinschaftlich hat,  findet  sich  aber  bereits  unter  der  Gesamtheit, 
welche  aus  den  eigentlichen  Punkten  und  dem  zuerst  eingeführten 
uneigentlichen  Punkte  besteht.  Die  Geraden  AB  und  1  schnitten 
sich  also  in  zwei  Punkten,  was  unseren  Festsetzungen  widerspricht. 

3.  Indem  sich  die  Gerade  PC  aus  der  Lage  PQ  nach  der 
einen  Richtung  hin  dreht,  bewegt  sich  ihr  Schnittpunkt  mit  AB 
von  Q  aus  in  derselben  Richtung.  Wird  PC  jj  AB,  so  fällt  der 
Schnittpunkt  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  zusammen.   Sobald 

R  i  U  i  n  (c  •  Lehrbuch  der  anal jt.  fleometrie.    I.  4 
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wir  jetzt  PC  weiter  drehen,  tritt  der  Schnittpunkt  auf  die  andere 
Seite  der  Geraden  AB  hinüber.  Gleichwie  die  durch  P  gehenden 
Geraden  stetig  auf  einander  folgen,  vermittelt  der  unendlichferne 
Punkt  der  Geraden  AB  eine  Verbindung  der  beiden  von  Q  aus- 
gehenden Halbgeraden  QA  und  QB.  Irgend  zwei  eigentliche 
Punkte  der  Geraden  teilen  dieselbe  in  zwei  zusammenhangende 
Teile,  von  denen  der  eine  den  unendlichfernen  Punkt  enthält. 

4.  Ziehen  wir  zu  der  Geraden  AB  eine  andere  Parallele,  so 
kann  diese  keinen  eigentlichen  Punkt  mit  ihr  gemeinschaftlich 
haben;  wir  müssen  daher  annehmen,  dafs  diese  auch  den  zuerst 
eingeführten  uneigentlichen  Punkt  enthält.  Somit  gehen  aüe 
parallelen  Geraden  durch  denselben  unendlichfernen  Punkt.  Dieser 
Punkt  vertritt  die  Richtung  der  Geraden;  statt  zu  sagen,  alle 
Parallelen  seien  von  gleicher  Richtung,  sagen  wir  jetzt,  sie  hätten 
denselben  unendlichfernen  Punkt. 

5.  Hiernach  hat  jede  gerade  Linie  einen  unendlichfernen 
Punkt,  den  sie  mit  allen  zu  ihr  parallelen  Geraden  gemeinschaft- 
lich hat.  Die  unendlichfernen  Punkte  von  zwei  sich  schneidenden 
Geraden  müssen  aber  als  verschieden  betrachtet  werden.  Denn 
hätten  zwei  vom  Punkte  P  ausgehende  Gerade  denselben  unend- 
lichfernen Punkt,  so  schnitten  sie  sich  in  diesem  Punkte  und  im 
Punkte  P;  sie  hätten  also  zwei  Punkte  gemeinschaftlich.  Die 
unendlichfernen  Punkte  der  Ebene  bilden  somit  eine  einfach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit;  man  gelangt  zu  allen  diesen  Punkten, 
wenn  man  auf  allen  von  einem  beliebig  gewählten  eigentlichen 
Punkte  ausgehenden  Geraden  den  unendlichfernen  Punkt  bestimmt. 

6.  Um  einen  gegebenen  eigentlichen  Punkt  mit  dem  un- 
endlichfernen Punkte  einer  gegebenen  Geraden  zu  verbinden,  hat 
man  durch  den  Punkt  eine  Parallele  zu  der  Geraden  zu  ziehen. 
Die  Aufgabe:  durch  einen  eigentlichen  und  einen  uneigentlichen 
Punkt  eine  gerade  Linie  zu  legen,  hat  also  immer  eine,  und  zwar 
eine  einzige  Lösung.  Hierbei  zeigt  sich  wieder,  dafs  auf  einer 
geraden  Linie,  die  einen  eigentlichen  Punkt  enthält,  nur  ein  ein- 
ziger uneigentlicher  Punkt  liegt.  Wir  müssen  aber  auch  ver- 
langen, dafs  durch  zwei  uneigentliche  Punkte  eine  gerade  Linie 
gelegt  werden  kann.  Diese  enthält,  wie  wir  gesehen  haben,  keinen 
eigentlichen  Punkt;  auf  ihr  können  daher  nur  uneigentliche  Punkte 
liegen.   Sie  mufs  aber  hinwiederum  mit  jeder  eigentlichen  Geraden 
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einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben;  somit  enthält  sie  alle  un- 
clgentlichcn  Punkte  der  Ebene.  Alle  unendlichfernen  Punkte  der 
hbene  liegen  in  einer  einzigen  uneigentlichen  Geraden,  der  un- 
ondlichfernen  Geraden  der  Ebene. 

7.  Nach  diesen  Festsetzungen  gelten  für  die  Ebene  die  beiden 
Sätze  ganz  allgemein: 

a)  durch  zwei  Punkte  geht  stets  eine  gerade  Linie, 

b)  zwei  verschiedene  gerade  Linien  haben  stets  einen,  und 
zwar  einen  einzigen  Punkt  gemeinschaftlich. 

Dagegen  hat  der  Satz,  dafs  die  Ebene  durch  die  gerade  Linie 
in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  seine  Gültigkeit  verloren.  Sind  näm- 
lich in  der  Ebene  eine  Gerade  AB  und  zwei  Punkte  C  und  D 
gegeben,  und  gehört  keiner  dieser  Punkte  der  Geraden  an,  so 
wird  die  gerade  Linie  CD  durch  die  Punkte  C  und  D  in  zwei 
zusammenhangende  Stücke  zerlegt.  Dasjenige  Stück,  dem  der 
Schnittpunkt  mit  AB  nicht  angehört,  verbindet  die  Punkte  C  und 
D,  ohne  durch  die  Gerade  AB  hindurchzugehen. 

8.  Dagegen  wird  die  Ebene  durch  zwei  gerade  Linien  in 
zwei  Teile  zerlegt.  Lassen  wir  nämlich  eine  Gerade  sich  um 
einen  ihrer  Punkte  drehen,  so  beschreibt  sie  einen  Teil  der  Ebene. 
Dieser  Teil  besteht  aber,  falls  der  Punkt  ein  eigentlicher  Punkt 
ist,  aus  dem  Felde  eines  Wink'els  und  dem  seines  Scheitelwinkeb; 
diese  beiden  Felder  bestimmen  zusammen  einen  Teil  der  Ebene. 
Daher  zerlegen  zwei  Gerade,  die  einen  eigentlichen  Punkt  gemein 
haben,  die  Ebene  in  zwei  Teile,  von  denen  jeder  das  Feld  eines 
Winkels  und  das  seines  Scheitelwinkels  enthält.  Zwei  parallele 
Gerade  zerlegen  die  Ebene  in  zwei  Streifen.  Dafs  eine  eigent- 
liche Gerade  in  Verbindung  mit  der  unendlichfernen  Linie  die 
Ebene  zerlegt,  bedarf  keiner  Erwähnung. 

9.  Drei  nicht  in  einem  Punkte  zusammenstofsende  Gerade 
zerlegen  die  Ebene  in  vier  Teile.  Wir  wollen  diese  Teilung  nur 
in  dem  Falle  näher  beschreiben,  dafs  die  drei  Schnittpunkte  eigent- 
liche Punkte  sind.  Dann  wird  jede  der  drei  geraden  Linien  durch 
die  beiden  andern  in  eine  endliche  Strecke  und  zwei  Strahlen 
(Halbgerade)  zerlegt.  Die  drei  Schnittpunkte  mögen  sein  O», 
O,,  O3;  die  endliche  Strecke  OgOs  möge  mit  a,  die  Strecke 
OsO,  mit  b,  die  Strecke  OiO,  nait  c  bezeichnet  werden.  Der 
Geraden  OjOa  mögen  noch  die  Strahlen  a'  und  a    angehören. 
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von  denen  die  erste  von  O»,  die  zweite  von  Os  ausgeht.  Ebenso 
gehe  b'  von  Oj,  b"  von  Oi,  c'  von  O,,  c"  von  O,  aus,  und 
b',  b,  b"  sowie  c',  c,  c"  mögen  je  eine  gerade  Linie  bilden.  Das 
Innere  des  Dreiecks  OiOgOa  wird  von  den  Strecken  a,  b,  c 
begrenzt.  Die  Strahlen  a'  und  a"  hangen  im  Unendlichfernen 
zusammen;  sie  können  sich  also  nur  vereint  an  der  Abgrenzung 
eines  Ebenenteiles  beteiligen.  Nun  mufs  sich  an  das  Innere  des 
Dreiecks  ein  Teil  anschliefsen ,  zu  dessen  Grenze  die  Strecke  a 
gehört;  die  übrige  Grenze  wird  gebildet  aus  zwei  unendlich  grofsen 
Strecken,  von  denen  die  eine  aus  den  Teilen  b'  und  b",  die  an- 
dere aus  den  Teilen  c'  und  c  besteht.  In  entsprechender  Weise 
gelangen  wir  zu  zwei  weiteren  Raumteilen,  von  denen  der  eine 
von  b,  a'  +  a",  c'  +  c ",  der  andere  von  c,  a'  +  a",  b'  +  b"  be- 
grenzt wird.  Von  den  in  der  Fig.  4  (S.  9)  unterschiedenen 
sieben  Teilen  vereinigen  sich  die  Teile  II  und  V,  III  und  VI, 
IV  und  VII   jedesmal  im  Unendlichen   zu   einem  einzigen  Teile. 

Von  den  vier  Teilen,  in  welche  hiernach  die  Ebene  zerfallt, 
hat  einer  drei  endliche  Strecken  und  jeder  andere  eine  endliche 
und  zwei  unendliche  Strecken  zur  Grenze. 

Übungen: 

1)  Jedes  nach  der  Vorschrift  von  §  5  eingeführte  Koordi- 
natensystem hat  einen  (eigentlichen  oder  uneigentlichen)  Einheits- 
punkt und  eine  (eigentliche  oder  uneigentliche)  Einheitsgerade. 

2)  Für  die  in  der  Übung  4)  zu  §  5  eingeführten  Möbiusschen 
Koordinaten  fällt  der  Einheitspunkt  mit  dem  Schwerpunkte,  die 
Einheitsgerade  mit  der  unendlichfernen  Linie  zusammen. 

3)  Wie  wird  die  Ebene  durch  zwei  sich  schneidende  eigent- 
liche Gerade  und  die  unendlichferne  Gerade  zerlegt? 

4)  Indem  man  die  Ebene  im  Unendlichen  als  zus;uTimen- 
hangend  ansieht,  sollen  die  Zerlegungen  angegeben  werden,  welche 
ausgeführt  werden: 

a)  durch    drei   Gerade,    welche    durch    denselben    Punkt 
gehen, 

b)  durch  drei  parallele  Geraden, 

c)  durch  zwei  parallele  und  eine  sie  schneidende  Gerade. 
(Man   zeige,   dafs   die  Fälle   a)   und   b)  wesentlich   überein- 
stimmen   und    dafs    c)    auf  den    in   \).    behandelten    Fall    hinaus- 
kommt.) 
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5)  So  sehr  die  Theorie  der  eigentlichen  mit  der  der  un- 
cigentlichen  Punkte  übereinstimmt,  ist  es  doch  nicht  möglich, 
Konstruktionen,  bei  denen  unendlichferne  Punkte  vorkommen, 
genau  so  auszuführen,  wie  die  entsprechenden  Konstruktionen  fbr 
eigentliche  Punkte.  So  kann  man  durch  blofsen  Gebrauch  des 
Lineals  zwei  eigentliche  Punkte  auch  dann  durch  eine  gerade 
Linie  verbinden,  falls  einer  von  ihnen  unzugänglich  ist  (§  7,  Ob.). 
Dagegen  bedarf  man  zur  Lösung  der  Aufgabe,  einen  eigentlichen 
und  einen  uneigentlichen  Punkt  mit  einander  durch  eine  Gerade 
zu  verbinden,  notwendig  des  Zirkels,  falls  nicht  ein  sonstiger  Er- 
satz geboten  ist.  Die  Aufgabe:  durch  einen  Punkt  zu  einer 
Geraden  die  Parallele  zu  ziehen,  kann  an  sich  ohne  Gebrauch  des 
Zirkels  nicht  gelöst  werden.  Dagegen  kann  man  durch  blofses 
Ziehen  von  geraden  Linien  die  Aufgabe  lösen: 

Nachdem  zwei  zu  einander  parallele  Linien  gegeben  sind, 
durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Ebene  die  zu  ihnen  parallele 
Gerade  zu  ziehen.  (Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  erleichtert 
durch  die  der  beiden  folgenden.) 

6)  Nachdem  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  gegeben  sind,  von 
denen  der  eine  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  andern  liegt, 
soll  mit  blofser  Anwendung  des  Lineals  durch  einen  beliebigen 
Punkt  zu  der  Geraden  eine  Parallele  gezogen  werden. 

7)  Wenn  irgend  zwei  parallele  Geraden  gegeben  sind,  soll 
eine  beliebige,  in  einer  von  ihnen  gelegene  Strecke  durch  blofses 
Ziehen  von  geraden  Linien  halbiert  werden. 

§9. 

Die  Doppelverhältnisse  bei  uneigentlichen  Gebilden. 

1.  Eine  gerade  Strecke  AB  wird  durch  jeden  Punkt  C,  der 
zwischen  A  und  B  (auf  der  endlichen  Strecke  AB)  liegt,  nach 
einem  Verhältnis  geteilt,  das  einen  positiven  Wert  hat.  Liegt 
aber  der  Punkt  C  auf  der  Verlängerung  über  A  hinaus,  so  ist 
das  Schnittverhältnis  negativ  und  <  -  1 ;  dagegen  ist  sein  Wert 
zwischen  0  und  —  1  enthalten,  falls  der  Punkt  C  in  der  Richtung 
BA  über  A  hinaus  liegt.  Es  giebt  aber  keinen  eigentlichen 
Punkt,  für  den  das  Schnittverhältnis  gleich  —  l  ist;  es  liegt  also 
an  sich   nahe,   diesen  Wen  des  Schnittverhältnisses  der  Teilung 
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durch  den  unendlichfernen  Punkt  zuzuordnen.  Die  Art,  wie  dieser 
Punkt  vorhin  eingeführt  ist,  nötigt  auch  dazu.  Je  weiter  sich 
nämlich  der  Punkt  C  in  der  einen  oder  der  andern  Richtung  auf 
AB  von  den  Punkten  A  und  B  entfernt,  um  so  näher  kommt 
das  Schnittverhältnis  dem  Werte  —  l.  Der  unendlichferne  Punkt 
vermittelt  aber  den  Übergang  von  der  einen  zur  andern  Richtung ; 
daher  mufs  auch  der  Wert  des  Schnittverhältnisses  sich  stetig 
ändern,  wenn  man  durch  den  unendlichfernen  Punkt  hindurch- 
geht. Das  geschieht  aber  nur,  wenn  man  dem  Schnittverhältnis 
in  diesem  Punkte  den  Wert  —  1  beilegt.  Durch  diese  Festsetzung 
ist  die  Möglichkeit  geschaffen,  eine  endliche  Strecke  AB  nach 
jedem  beliebigen  Schnittverhältnisse  zu  teilen,  und  zwar  entspricht 
jedem  Werte  des  Verhältnisses  ein  einziger  Punkt. 

2.  Der  Mitte  einer  Strecke  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  End- 
punkte als  vierter  harmonischer  Punkt  der  unendlichferne  Punkt 
der  Geraden  zugeordnet.*  Denn  für  die  Mitte  M  von  AB  ist  der 
Quotient  AM  :  MB  «  1.  Für  den  zugeordneten  harmonischen 
Punkt  N  mufs  AN:NB  =  —  1,  also  N  der  unendlichferne  Punkt 
sein.  Man  kann  also  jetzt  allgemein  zu  drei  beliebigen  Punkten 
einer  Geraden  den  vierten  harmonischen  Punkt  finden.  Auch 
gilt  jetzt  der  Satz  allgemein,  dafs  vier  harmonische  Strahlen  von 
einer  in  ihrer  Ebene  gelegenen  Geraden  in  vier  harmonischen 
Punkten  geschnitten  wird.  Ist  nämlich  die  Transversale  einem 
der  vier  Strahlen  parallel,  so  trifft  sie  diesen  in  ihrem  unendlich- 
fernen Punkte;  zugleich  wird  aber  der  zugeordnete  Strahl  durch 
die  Mitte  der  von  den  beiden  andern  Strahlen  auf  der  Transver- 
salen begrenzten  Strecke  gehen. 

8.  Ebenso  giebt  es,  wenn  A,  B,  C  drei  eigentliche  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  sind,  keinen  eigentlichen  Punkt  D,  für 
den  das  Doppelverhältnis  gleich  — AC:CB  wird.  Da  aber  das 
Schnittverhältnis  AD :  DB  «=»  —  1  wird,  falls  D  in  den  unendlich- 
fernen Punkt  fällt,  so  wird  für  diese  Wahl  des  Punktes  D  das 
Doppelverhältnis  (ABCD)  —  —  AG: CB. 

Nachdem  drei  eigentliche  von  einander  verschiedene  Punkte 
A,  B,  C  auf  einer  Geraden  gegeben  sind,  giebt  es  jetzt  stets  einen 
einzigen  Punkt  D,  für  den  das  Doppelverhältnis  (ABCD)  einen 
vorgeschriebenen  Wert  hat.  Das  Doppelverhältnis  nimmt  nur  den 
Wert  null   an,   wenn  D  mit  B  zusammenfällt;    es  kann  nur  00 
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werden,  wenn  D  die  Lage  des  Punktes  A  erhält.  Fällt  D  auf  C. 
so  wird  es  gleich  eins.  Wenn  der  Punkt  D  seine  Lage  stetig 
ändert,  so  erleidet  auch  das  Doppelverhältnis  eine  stetige  Ände- 
rung; dasselbe  ist  auch  beim  Durchgange  durch  den  unendlich- 
fernen Punkt  der  Fall. 

Hiernach  gilt  der  Satz  allgemein,  dafs  irgend  vier  Strahlen 
eines  Punktes  durch  jede  Gerade  der  Ebene  in  vier  Punkten  ge- 
schnitten wird,  deren  Doppelverhältnis  gleich  dem  der  vier  Strahlen 
ist.  Wenn  nämlich  die  Transversale  dem  Strahle  d  parallel  ist, 
so  mufs  sein: 

sin  (ac)  AC    sin ^b)  _  _  C  B 

sin  (ad)  ^  -  OC'  sin  (cb)  ""  "^  OC' 
also 

,  .    .,  AC      AC     AD 

(abcd)  -  _  ^g  -  -   :  j^g, 

wofern  D  der  unendlichferne  Punkt  der  Geraden  AB  ist. 


4.  Ist  der  Punkt  A  ein  eigentlicher,  der  Punkt  B  der  un- 
cigentliche  Punkt  der  Geraden  g,  so  können  wir  den  Begriff  des 
Schnittverhältnisses  auf  die  Teilung  der  Strecke  AB  nicht  an- 
wenden.    Ist  nämlich  C  ein   eigentlicher  Punkt  dieser  Geraden, 

AC 

so  hat  das  Verhältnis  >,^  stets  den  Wen   null.     Dagegen  bleibt 

die  Bedeutung  des  Doppelverhältnisses  ungeändert.    Sind  nämlich 
C  und  D  wieder  zwei  eigentliche  Punkte,  so  ist 

AC     AD      AC     CB      AC 
{ ABt.U)  ="  CB  *  DB  "■  AD  •  DB  ""  AD' 
weil  B,  wie  wir  angenommen  haben,  der  unendlichferne  Punkt  ist. 
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Die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  durchgeführte  Kon- 
struktion überzeugt  uns  (bei  Vertauschung  der  Buchstaben  D 
und  B),  dafs  die  vier  Strahlen,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  nach  den  Punkten  A,  B,  C,  D  gezogen  werden  können, 
dasselbe  Doppelverhältnis  haben,  wie  die  Punkte  selbst. 

5.  Liegen  vier  Punkte  auf  der  unendlichfernen  Geraden,  so- 
kann  man  durch  jeden  Punkt  ein  Quadrupel  von  Geraden  nach 
ihnen  ziehen.  Alle  solche  Quadrupel  haben  dasselbe  Doppel  Ver- 
hältnis, weil  die  Winkel  wegen  des  Parallelismus  der  Schenkel 
einander  gleich  sind. 

6.  Da  alle  unter  einander  parallelen  Geraden  durch  denselben 
unendlichfernen  Punkt  gehen,  so  müssen  wir  die  Gesamtheit  der 
Geraden,  die  einer  festen  Richtung  parallel  sind,  als  einen  Büschel 
ansehen,  dessen  Scheitel  im  Unendlichfernen  liegt.  Auch  hier 
bestimmen  vier  Gerade  ein  festes  Doppelverhältnis.  Werden 
nämlich  vier  parallele  Geraden  durch  eine  Transversale  in  den 
Punkten  A|,  Ag,  Aj,  A4  und  von  einer  zweiten  in  den  Punkten 
B,,  B2,  B3,  B4  geschnitten,  so  verhält  sich 

A1A3 B1B3    AjA^       Bi  B4 

AjA^       BsBj    A4A2       DiDi 
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also  ist  auch 

Ai  Aj  ^  Ai  A4       B|  B3  ^  Ol  B4 
AsAf      A4At       BsB|      B4B1 

oder  (A,A,AbA4)  —  (B.B.BjB*). 

Dieser  Satz  bleibt  auch  bestehen,  wenn  eine  der  vier  paral- 
lelen Geraden,  etwa  die  Gerade  4,  durch  die  unendlichfernc  Gerade 
ersetzt  wird,  weil  dann 

AiA4_ß.B4__^  .^ 
A4AJ1       B4B^ 
Übungen : 

1)  Man  gebe  die  Sätze  für  das  vollständige  Viereck  an,  wenn 
einer  oder  zwei  seiner  Eck-  oder  seiner  Diagonalpunkte  ins  Un- 
endlichferne fallen. 

2)  Man  lasse  eine  Seite  oder  eine  Diagonale  des  vollständigen 
Vierseits  mit  der  unendlichfernen  Geraden  zusammenfallen. 

§  10. 
Die  Koordinaten  der  unendlichfernen  Punkte. 

1.  Da  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  für  jeden  Punktsich 
in  §  7  als  Doppelverhältnisse  dargestellt  haben  und  diese  nach 
§  9  auch  für  unendlichferne  Punkte  angegeben  werden  können, 
so  lassen  sich  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  auch  für  unend- 
lichferne Punkte  bestimmen.  Um  die  Verhältnisse  X|  :  Xt  :  X3 
für  den  unendlichfernen  Punkt  der  Geraden  MN  zu  erhalten,  ziehen 
wir  durch  die  Eckpunkte  Oi,  Og,  O3  des  Koordinatendreiecks 
zu  MN  die  Parallelen  OiF,,  O^F,,  O3F3  (vgl.  die  Figur  der 
folgenden  Seite);  dann  ist  der  Bruch  x,  :  Xt  gleich  dem  Doppel- 
verhältnis der  vier  Strahlen  OsO<,  O3O,,  OaFs  und  OjE;  ebenso 
ist  xs  :  X,  «  (O,  :  O^OsF^E)  und  x,  :  X3  ==  (Oi  :  0,0,F,E). 

2.  Diese  drei  Verhältnisse  können  jedoch  nur  dann  als  ErsaU 
für  die  Koordinaten  dienen,  wenn  ihr  Produkt  gleich  eins  ist. 
Setzt  man 

Xs  Xi  ^*    X, 

so  mufs  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

Xfiv^  1. 
Um  die  Richtigkeit  dieser  Beziehung  nachzuweisen,  bezeichnen 
wir  den  Winkel,  welchen  die  Seite  0|0,  mit  0,E  bildet,  durch 
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ttijj,  entsprechend  den  Winkel  zwischen  0|0s  und  OiE  mitöis, 
und  führen  in  gleicher  Weise  die  Winkel  a^i,  ««s,  «si,  «si  ein. 
Ebenso  soll  der  Winkel  zwischen  OjOf  und  OiFi  mit  ft»,  der 
Winkel  (O.Os,  OjFi)  durch  |?i3,  der  Winkel  (O.Oj,  0«F,)  durch 
ßii  u.  s.  w.  bezeichnet  werden,  wo  0|Fi  ||  O2F2  ||  OsFs  |  MN 
ist.  Indem  wir  vom  Punkte  E  die  Senkrechten  auf  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  O1O2O3  fällen,  erkennen  wir,  dafs 

sinais      sin  ats      sinasi 

sin  «13  *  sin «21   *  sinasi 


=  1  ist. 


Wegen  des  Parallelismus  der  drei  Geraden  A,F,,  A,Ft  und 


A.Fs  ist  aber 


Nun  ist 


sin^^j ,      sin ^,8      sin  ^g  ^  ^  ^ 
sin  jE^ia  •  sin/^,1  '  sin/Jg» 


siui^jg      sin  Oj^g  sin^,,      sina,, 

^  sin  i^j  5  *  sin  «j,*  ^  '^  sin  ^,g  *  sin  «,,' 

sin  jig  1  *  sin  a, , 
Daraus  folgt  in  der  That,  dafs  das  Produkt  l(tv^^  1  ist. 
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3.  Wir  weisen  jetzt  nach,  dafs  jeder  Punkt  durch  die  Ver- 
hältnisse der  Koordinaten  eindeutig  bestimmt  ist.  Zu  dem  Ende 
beachten  wir,  dafs  jeder  homogenen  linearen  Gleichung,  in  der 
nur  zwei  von  den  drei  Variabein  x,,  x,,  x,  vorkommen,  eine 
eigentliche  gerade  Linie  entspricht.  Wir  ersetzen  demnach  in  der 
Gleichung  xj  =»  x\^  die  Koordinaten  x,  und  xs  durch  ihre  Werte 
^iPi  und  //sps.     Dadurch  geht  die  Gleichung  über  in 

Ps  ••  Pt  -*  xf£i  :  /is. 

Diese  Gleichung  stellt  den  geometrischen  Ort  des  Punktes 
dar,  dessen  Abstände  von  den  Geraden  0,0j  und  OiOj  in  dem 
gegebenen  Verhältnisse  xfi^  :  jMj  stehen;  dieser  Ort  besteht  in 
einer  geraden  Linie,  die  durch  den  Punkt  O,  geht  und  leicht 
konstruiert  werden  kann.  In  ähnlicher  Weise  finden  wir  die 
geraden  Linien  xs  =  ;ixi   und  x,  =^fJXi. 

Soll  jetzt  sein: 

(1)     X,  :  Xi  :  X3  =»  k,  :  k^  :  kj, 
so  konstruiere  man  die  geraden  Linien: 

(2)     xg  :  Xa  =  k^  :  kj   und  Xj  :  x»  =  k.,  :  k, . 

Wenn  diese  nicht  parallel  sind,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der 
gesuchte  Punkt.     Da  dieser  auch  in  der  geraden  Linie 

(3)     X,  :  Xi  =-=  k,  :  k, 
liegt,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  beiden  Linien  wir  zu  seiner 
Konstruktion  benutzen. 

Sind  aber  die  beiden  Geraden  (2)  parallel,  so  gehört  zu  den 
Verhältnissen  (1)  der  unendlichferne  Schnittpunkt  dieser  Linien. 
Dann  geht  schon  aus  2  hervor,  dafs  auch  die  Gerade  (3)  zu  den 
Geraden  (2)  parallel  ist.  Wir  können  uns  davon  aber  auch  in 
folgender  Weise  überzeugen.  Angenommen,  die  Gerade  (3)  schnitte 
die  zweite  Gerade  (2)  in  einem  eigentlichen  Punkte,  so  gälten 
für  den  Schnittpunkt  die  Beziehungen  (l);  der  Punkt  läge  also 
auch  auf  der  ersten  Geraden  (2).  Die  beiden  Geraden  wären 
somit  nicht  parallel,  was  wir  doch  angenommen  haben. 

4.  Der  durch  die  Verhältnisse  (l)  bestimmte  Punkt  wird 
dann  (und  nur  dann)  ein  uneigentlicher  Punkt,  wenn  die  Gleichung 
besteht  (§  5,  5  S.  28): 

(4)     ^'+^^+^i-u. 
Ci         Cj         c., 
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Im  andern  Falle,  wo  die  linke  Seite  von  (4)  einen  von  null 
verschiedenen  Wert  m  hat,  erhält  man  für  die  Koordinaten  die 
Werte:  __  k»  k,  kj 

Xi ,    Xj  =»       ,    Xj  =^  —  J 

m  CO  CO 

man  findet  also  einen  eigentlichen  Punkt. 

Zu  demselben  Ergebnisse  führt  auch  die  folgende  Erwägung. 
Sind  (xi\  xj',  X3')  und  (xi  ,  Xj»',  xs")  zwei  eigentliche  Punkte,  so 
verhalten  sich  die  Koordinaten  desjenigen  Punktes,  in  welchem 
die  von  ihnen  begrenzte  Strecke  nach  dem  Verhältnisse  q  geteilt 
wird,  wie 

xi   -f  QXi   :  Xs,  +  QX2   :  xj'  +  qx^  . 

Diese  Verhältnisse  führen  nach  §  9,  2  auf  den  unendlich- 
fernen Punkt  der  Geraden,  wenn  q  =  —  1  ist.  Da  aber  die  beiden 
gegebenen  Punkte  eigentliche  Punkte  sind,  so  gelten  die  Glei- 
chungen : 

Ci        Ci        C3  Ci         Ca         C3 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

X| '  —  Xi       ,    Xj'  —  Xj"     ,    X3 '  —  Xg     ^^    . 

Ci        "^        c,        "^        Ca        ""    ' 
was  mit  der  Gleichung  (4)  übereinstimmt. 

5.  Um  von  jetzt  an  die  eigentlichen  und  die  uneigentlichen 
Punkte  in  der  analytischen  Behandlung  nicht  zu  unterscheiden, 
ist  es  angebracht,  alle  Punkte  durch  die  Verhältnisse  der  Koordi- 
naten zu  bestimmen.  Wir  verstehen  also  jetzt  unter  dem  Punkte 
(xi',  xj',  Xs')  denjenigen  Punkt,  dessen  Koordinaten  sich  wie  die 
Gröfsen  Xi'  :  Xg'  :  xj'  verhalten;  durch  die  beiden  Tripel  Xi',  Xj', 
X3'  und  pxi',  QXi',  pxs'  soll  für  irgend  einen  von  null  verschie- 
denen Wert  Q  derselbe  Punkt  dargestellt  werden.  Dann  dürfen 
wir  aber  auch  bei  der  analytischen  Behandlung  nur  solche  Glei- 
chungen benutzen,  welche  sich  nicht  ändern,  wenn  wir  die  drei 
Gröfsen  Xi,  x«,  Xj  mit  einer  beliebigen  Zahl  multiplizieren;  mit 
andern  Worten,  alle  unsere  Gleichungen  müssen  homogen  sein. 

Die  Bedingung  (4),  welche  erfüllt  sein  mufs,  wenn  der  durch 
die  Gleichungen  (1)  bestimmte  Punkt  ein  uneigentlicher  Punkt 
sein  soll,  nimmt  jetzt  die  Gestalt  an: 

(5)    ^  +  !^^  +  ?l«o. 

C|  Ci  Cs 
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Diese  Gleichung  stellt  die  Gesamtheit  der  unendlichfernen 
Punkte,  die  unendlichferne  Gerade  dar. 

(5,  Wir  haben  früher  gesehen,  dafs  die  Gleichung  einer  jeden 
geraden  Linie  die  Form  hat: 

(6)  a,x,  +  a,X2  +  33X3  «-0; 
wir  haben  aber  noch  nicht  gezeigt,  dafs  umgekehrt  jede  Gleichung 
von  dieser  Form   eine  Gerade  darstellt.     Nun  haben  wir  soeben 
gesehen,  dafs  diese  Gleichung  der  unendlichfernen  Geraden  an- 
gehört, wenn  sich  verhält  a»  :  a^  :  as  =  —:—-:   -• 

Ci        Ct        Cg 

In  allen  andern  Fällen  giebt  es  nur  ein  Wertsystem   Xi  :  x,  :  Xs, 
welches  den  beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  genügt,  nämlich 

Vcs  c,y  •  Vc,  cj  '  Vc,  cj 
Alle  andern  Werte,  welche  der  Gleichung  (6)  genügen,  stellen 
eigentliche  Punkte  dar;  unter  anderm  kann  man  auf  mindestens 
zwei  Seiten  des  Koordinatendreiecks  einen  Punkt  bestimmen, 
dessen  Koordinaten  die  Gleichung  (H)  befriedigen;  die  Gleichung 
führt  also  auf  eine  eigentliche  gerade  Linie. 

Da  die  Gleichung  (6)  eine  einzige  gerade  Linie  bestimmt, 
so  entspricht  auch  einem  jeden  Verhältnisse  der  Koordinaten  u, , 
Ui,  U3  eine  einzige  Gerade.  Wir  werden  daher  auch  bei  den 
Koordinaten  der  geraden  Linie  von  den  Werten  selbst  absehen 
und  nur  die  Verhältnisse  berücksichtigen.  Dann  müssen  wir  aber 
auch  bei  Anwendung  von  Linienkoordinaten  nur  solche  Gleichungen 
benutzen,  die  in  den  Gröfsen  Ui,  Ug,  U3   homogen  sind. 

7.  Um  die  Koordinaten  Xi,  x»,  X3  zu  erhalten,  haben  wir  in 
§  5  die  früher  eingeführten  Senkrechten  p,,  p,,  pj  mit  festen 
Koerticienten  ^1,  fi^,  fi^  multipliziert.  Nachdem  wir  jetzt  gesehen 
haben,  dafs  einerseits  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  zur  Be- 
stimmung eines  jeden  Punktes  genügen,  andererseits  für  die  un- 
eigentlichen Punkte  nur  diese  Verhältnisse,  aber  nicht  die  absoluten 
Werte  der  Koordinaten  gefunden  werden  können,  haben  wir  die 
Gröfsen  Xi,  Xg,  xs  noch  mit  einer  ganz  willkürlichen  und  daher 
auch  veränderlichen  Gröfse  g  multipliziert.  Indem  wir  dies  thun, 
ersetzen   wir  bei   beliebigem  Werte  von  q  die  früher  benutzten 

Koefficienten  ^,,  fi„  fi^  durch  ^»  -^>  --.     Demnach   können 
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wir  auch  festsetzen,  die  Koetticienten  ^i,  fi^,  /i^  sollten  ganz  be- 
liebig sein  und  nur  in  einem  festen  Verhältnisse  stehen. 

In  gleicher  Weise  dürfen  wir  festsetzen,  dafs  die  Koefficienten 
^1»  »'i,  ^8,  niit  denen  die  Senkrechten  r,,  r<,  rj  multipliziert 
werden,  um  die  Koordinaten  Ui,  u^,  Us  zu  erhalten,  nur  unver- 
änderliche Verhältnisse  besitzen  und  den  Gleichungen  genügen 
sollen  :  //i^'ihi  =  fiii'ihi  =  //a^shs- 

Bei  diesen  Festsetzungen  dürfen  wir  bei  unsern  Untersuchungen 
nur  homogene  Gleichungen  benutzen;  daher  nennen  wir  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Koordinaten  selbst  homogene  Koordi- 
naten. 

Übungen : 

1)  Der  Einheitspunkt  falle  mit  dem  Schwerpunkt  des  Koordi- 
natendreiecks zusammen;  man  konstruiere  die  Punkte  (1,  0,  0), 
(1,  1,  0),  (1,  -  1,  0),  (1,  1,  -  1),  (1,  1,  2),  (l,  2,  3),  (l,  2,-3}, 
(-1,  2,  -S.. 

2)  Zu  den  in  1)  angegebenen  Koordinatenverhältnissen  suche 
man  die  entsprechenden  Punkte,  falls  der  Mittelpunkt  des  innern 
Berührungskreises  der  Einheitspunkt  ist;  aufserdem  gebe  man  die 
Lage  folgender  Punkte  an:  (h,,  h^,  hs),  (h,,h^,  —  2h3),  (h,,  h,,  0), 
wo  h|,  hjj,  hß  die  Höhen  des  Koordinatendreiecks  sind. 

3)  Bei  beliebiger  Wahl  des  Koordinatendreiecks  und  des  Ein- 
heitspunktes konstruiere  man  die  in  1)  angegebenen  Punkte. 

4)  Indem  man  die  Einheitslinie  mit  der  unendlichfernen 
Geraden  zusammenfallen  läfst,  bestimme  man  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  a)  der  Mittellinien  des  Koordinatendreiecks,  b)  der- 
jenigen Geraden,  durch  die  zwei  Seiten  dieses  Dreiecks  halbiert 
werden,  c)  derjenigen  Linien,  welche  durch  je  einen  Eckpunkt 
parallel  zu  einer  von  einem  andern  Eckpunkte  ausgehenden  Mittel- 
linie gezogen  werden. 

§11. 

Koordinatendreiecke  mit  unendlich  fernen  Eckpunkten. 

1.  Wir  luiben  bisher  angenommen,  die  drei  Eckpunkte  des 
Koordinatendreiecks  seien  eigentliche  Punkte.  Auch  von  dieser 
Annahme  können  wir  uns  unabhängig  machen.  Setzen  wir  z.  B. 
voraus,  der  Eckpunkt  Os  sei  ein  unendlichferner  Punkt,  nämlich 
der  gemeinschaftliche  Punkt  der  beiden  Parallelen  OiX  und  0<Y, 
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SO  behalten  die  Senkrechten  pi,  pt,  p,  auf  die  drei  Axen  für 
jeden  eigentlichen  Punkt  endliche  Werte.  Wir  können  daher  die 
Koordinaten  X|,  Xt,  Xg  durch  Multiplikation  mit  den  Koefficientcn 
^i>  l*t>  A's  einführen.  Auch  lassen  sich  jetzt  die  Verhältnisse  der 
Koordinaten  leicht  finden,  sobald  aufser  den  Eckpunkten  des 
Koordinatendreiecks  der  Einheitspunkt  gegeben  ist.  Der  Leser 
wird  sich  diese  Beziehungen  mit  Hilfe  der  nebenstehenden  Figur, 
worin  der  Punkt  E  eine 
ganz  beliebige  Lage  hat, 
selbst  klar  machen. 

Es  ist  jedoch  vor- 
teilhafter, dem  Einheits- 
punkte E  eine  bestimmte 
Lage  zu  geben.  Zu  dem 
Ende  tragen  wir  auf 
dem  negativenTeile  von 
OiX  und  O^Y  je  eine 
Strecke  Ol  Ei  und  O«  Ei 
gleich  der  Längenein- 
heit ab  und  nehmen  den 
Schnittpunkt  E  der  Ge- 
raden Ol  El  und  OjEg 
zum  Einheitspunkte. 
Wenn  dann  noch  O^Y 
von  OiP  in  P, ,  OiX  von  OgP  in  Pg  geschnitten  wird,  so  ist: 

X3  ^^3^i^2*^2)  p^Oj  •  E,Öi""03E/E,0,""  ÖjP/ 
"•==.(0  O  P  E  W^«?»  •  ^»^«       O^Pi.P.O,   _  1 

xs    y^^'^t^i^i)    p;o;  •  Ejö,  ~"  O3E1  EjO,       o,p,' 

da  einerseits  der  Punkt  O3  der  unendlichferne  Schnittpunkt  der 
Geraden  OiX  und  OgY,  andererseits  0,E<  =«  OjEi  =  —  1  ist. 
Demnach  kann  man  die  Lage  eines  jeden  Punktes  P  durch  die 
negativen  reciproken  Abschnitte  bestimmen,  welche  die  Geraden 
OgP  und  OiP  auf  den  Axen  OiX  und  OgY  abschneiden. 

2.  Bei  der  eben  getroffenen  Wahl  dits  Einheitspunktes  ist 
die  Einheitsgerade  zu  OiO^  parallel  und  trifft  OiX  in  A\,  0,Y 
in  Ex  so,  dafs  Oi  A'^  =-  O^A'i  =  -f  1  ist.  Für  eine  Gerade,  welche 
0,X  in  A,  0,Y  in  l\,  OiO^  in  l\  schneidet,  ist 
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Setzen  wir  jetzt  Uj  :  U3  =  u,  Uj,  :  U;»  =  v,  so  stellen  diese 
Gröfsen  für  eine  nicht  zu  OiX  parallele  Gerade  die  von  ihr  auf 
den  beiden  Axen  OiX  und  O2Y  gebildeten  Abschnitte  dar.  Eine 
zu  OiX  parallele  Gerade  ist  durch  das  Verhältnis  u  :  v  bestimmt, 
und  dies  ist  gleich  dem  auf  der  Strecke  Oi  O^  erzeugten  Schnitt- 
verhältnisse. 

Dies  Koordinatensystem  ist  von  Schwering  zuerst  aufge- 
stellt und  in  seinem  Buche:  Theorie  und  Anwendung  der 
Linienkoordinaten  (Leipzig  1884)  benutzt. 

8.  Wir  legen  jetzt  die  beiden  Punkte  Oi  und  O»  ins  Un- 
endlichferne. Dann  wird  zwar  die  Senkrechte  ps  unendlich,  aber 
die  Verhältnisse  der  Koordinaten  Xi,  x^,  Xs  bleiben  endlich.  Der 
Einfachheit  wegen  empfiehlt  es  sich,  den  Einheitspunkt  E  in  die 
HalbierungsHnie  des  Winkels  OiOsO^  so  zu  legen,  dafs  die  beiden 

von     E     ausgehenden 
y//<V  Strecken  EEi  und  EE*, 

welche  je  einer  Axc 
parallel  sind  und  bis  zur 
andern  Axe  gehen,  die 
Länge  eins  haben.  Um 
das  Verhältnis  x^  :  xs 
zu  bestimmen,  ziehen 
wir  PP,  II  0,0,  bis 
zum   Schnittpunkte  P| 
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mit  0,0s.      Ebenso  liegt  Pf   in  OiO,   und  PP»   ist  zu  OfO« 
parallel.     Dann  gelten  die  Gleichungen: 

X,  :  xh  ^{0,0,P,E»)  -  0,P,  :  0,E»  «-  0,P,, 
X,  :  X,  -  (O^O.P.E,)  -  0,P,  :  OsE,  -  OsP,. 

Setzt  man  xj  :  Xs  — i  x,  Xi  :  Xs  — ■  y,  so  stellen  x  und  y  die 
Cartesischen  Koordinaten  dar,  welche  allgemein  bekannt  sind. 

Für  einen  uneigentlichen  Punkt  ist  xs  =  0  und  der  Bruch 
Xi  :  Xi  hat  einen  bestimmten  Wert.  Einen  unendlichfernen  Punkt 
bestimmt  man  demnach  durch  das  Verhältnis  x  :  y. 

4.  Der  Punkt  Eiy  in  welchem  die  Einheitsgerade  die  Axe 
OjOj  schneidet,  liegt  zu  Ei  in  Bezug  auf  die  Punkte  O^Oa  har- 
monisch. Daher  ist  O^fJi  =  —  1.  Ebenso  ist  OsiL'g  =*  —  1,  wenn 
die  Axe  O3O1  in  E2  von  der  Einheitsgeraden  getroffen  wird. 
Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Axen  OjOs  und  OiOs  in 
den  Punkten  T,    und  A,  so  ist 

1 

Ol*"'  1 

^3*   2  ^S*   2 


^-(0,o,r,£;,).-^»^' 


u 


Setzt  man  u  =  —  u«  :  u»,  v  =  —  Ui  :  u,,  so  stellen  u  und 
V  die  reciproken  Abschnitte  dar,  welche  durch  die  Gerade  auf 
den  Axen  vom  Anfangspunkte  Os  aus  gebildet  werden.  ^Es  sind 
dies  die  Plückerschen  Koordinaten  einer  geraden  Linie. 

K I II i Bff,  I^hrbodh  der  analyt.  Geometrie.    I.  5 
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5.  Unter  der  speciellen  Annahme,  dafs  die  Axen  OsOj  und 
OsO|  auf  einander  senkrecht  stehen,  können  wir  den  Gröfseii 
Ui,  Uj,  Us  eine  feste  geometrische  Bedeutung  geben.  Zu  dem 
Ende  denken  wir  die  Ebene  durch  die  Gerade  in  einen  positiven 
und  einen  negativen  Teil  zerlegt,  geben  der  von  O3  auf  die 
Gerade  gefällten  Senkrechten  q  das  positive  oder  negative  Zeichen,, 
jenachdem  O3  im  positiven  oder  negativen  Teile  liegt,  und  be- 
zeichnen mit  s  den  Winkel,  welchen  die  nach  dem  positiven 
Teile  sich  erstreckende  Richtung  der  Senkrechten  mit  der  posi- 
tiven Axe  O3O:;  bildet.     Alsdann  ist: 

u,  1  cos  e    u^  1  sin  € 

Demnach  dürfen  wir  Uj  =sin  c,  u^  =*cos  f,  Ug  =(>  setzen. 
Dabei  ist  uf +u|=»l.  Diese  Gröfsen  sind  die  Koefficienten  in 
der  Hesseschen  Normalform  einer  geraden  Linie;  sie  sollen  aus 
diesem  Grunde  die  Hesseschen  Koordinaten  einer  Geraden 
heifsen.  Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  zwar  bei  weitem  nicht 
so  schön  und  einfach,  wie  derjenigen  Bestimmungsgröfsen,  welche 
wir  in  2.  aufgestellt  haben.  Dieser  Mangel  wird  aber  reicWich 
aufgewogen  durch  den  Umstand,  dafs  es  die  einzigen  Linien- 
koordinaten sind,  welche  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  den 
Cartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten  zugeordnet  sind. 

Übungen : 

1)  Man  stelle  die  Gleichung  eines  Kreises  in  Schweringschen 
Koordinaten  dar,  wenn  die  Punkte  Oi  und  O^  Endpunkte  eines 
Durchmessers  und  die  Axen  0|X  und  OiY  Tangenten  sind. 

2)  Wie  transformiert  man  die  Hesseschen  Koordinaten 

a)  bei  Parallelverschiebung  der  Axen, 

b)  bei  Drehung  um  den  Anfangspunkt, 

c)  bei  gleichzeitiger  Veränderung  des  Anfangspunktes  und 
der  Richtung  der  Axen? 

3)  Was  bedeutet  der  Ausdruck 

ux  +  vy  +  w, 
wenn  x,  y  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes,   u,  \\ 
w  die  Hesseschen  Koordinaten  einer  Geraden  sind,  beide  bezogen 
auf  dieselben  Axen.»* 
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4)  Die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  (a,  b) 
und  dem  Radius  r  kann  in  der  Form  geschrieben  werden : 

au  +  bv  +  w-»  ±  r. 
Man  leite  aus  dieser  Gleichung  Eigenschaften  des  Kreises  her. 
(Zum  Vergleiche  beachte  man  §  29.) 

5)  Man  leite  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  in  Hesseschen 
Koordinaten 

a»u»  +  b»v«=«w« 
folgende  Sätze  her: 

a)  Das  Produkt  der  von  den  Brennpunkten  auf  eine  Tan- 
gente gefällten  Senkrechten  ist  gleich  b*. 

b)  Die  Fufspunkte  der  von  den  Brennpunkten  auf  die 
Tangenten  gefällten  Senkrechten  liegen  auf  einem  Kreise, 
der  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  dem  Radius  a 
beschrieben  wird. 

c)  Die  Tangenten  dieser  Kurve  sind  die  Mittelsenkrechten 
zu  einem  Brennpunkte  und  den  Punkten  des  um  den 
andern  Brennpunkt  mit  dem  Radius  2a  beschriebenen 
Kreises. 

6)  Wie  ändern  sich  diese  Sätze  für  die  Hyperbel: 

a«u«  —  b«v^=«w«? 

7)  Entsprechende  Sätze  leite  man   für  die  Parabel   aus  der 
Gleichung  her: 

2uw  +  p\^  =  0. 

Anhang. 
Die  Methode  der  analytischen  Geometrie  kommt  darauf  hinaus, 
die  vorausgesetzten  Eigenschaften  einer  Figur  durch  Formeln 
zwischen  Koordinaten  darzustellen,  mit  diesen  Formeln  Umgestal- 
tungen vorzunehmen  und  so  neue  Formeln  herzuleiten,  welche 
den  analytischen  Ausdruck  für  weitere  Eigenschaften  der  Figur 
bilden.  Wenn  sich  die  vorausgesetzten  Eigenschaften  durch  unsere 
allgemeinen  homogenen  Koordinaten  darstellen  lassen,  so  stellt 
sich  neben  dasjenige  Formelsystem,  durch  welches  die  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  ausgedrückt  werden,  ein  zweites  System, 
welches  aus  dem  gegebenen  durch  Vertauschung  der  Punkt-  und 
der  Linienkoordinaten  erhalten  wird.  Die  Rechnung  mit  beiden 
Arten  von  Koordinaten  kann  aber  ganz  gleichmäfsig  durchgeführt 
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werden;  man  darf  daher  auch  in  dem  Schlufsresultat  Punkt-  und 
Linienkoordinaten  vertauschen.  Wenn  z.  B.  sowohl  in  den  auf- 
gestellten wie  in  den  hergeleiteten  Formeln  nur  Punktkoordinaten 
vorkommen,  so  kann  man  zunächst  in  den  vorausgesetzten  Glei- 
chungen die  Koordinaten  (x)  durch  die  Koordinaten  (u)  ersetzen, 
mit  diesen  genau  dieselben  Umgestaltungen  vornehmen  und  die 
daraus  hergeleiteten  Gleichungen  zwischen  Linienkoordinaten  geo- 
metrisch deuten.  In  der  zuerst  durchgeführten  Untersuchung 
schliefst  man  aus  einer  vorausgesetzten  Beziehung  zwischen  Punkten 
auf  weitere  Eigenschaften  desselben  Systems  von  Punkten.  Bei 
der  Benutzung  von  Linienkoordinaten  setzt  man  für  ein  System 
von  Linien  gewisse  Eigenschaften  voraus  und  folgert  daraus  neue 
Eigenschaften  für  dasselbe  System. 

Beim  vollständigen  Vierseit  stellt  sich  die  Verbindungslinie 
eines  Eckpunktes  mit  dem  Schnittpunkte  der  beiden  nicht  zuge- 
hörigen Diagonalen  in  einer  Form  dar,  aus  der  sich  eine  merk- 
würdige Lage  dieser  Linie  zu  andern  Geraden  des  Vierseits  ergiebt. 
Indem  wir  hier  überall  die  Punkt-  durch  Linienkoordinaten  er- 
setzen, erhalten  wir  den  Satz  über  das  vollständige  Viereck. 

Auch  wenn  in  einer  mathematischen  Entwicklung  gleichzeitig 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  benutzt  werden,  kann  man  überall 
diese  beiden  Arten  mit  einander  vertauschen;  wenn  dann  nicht 
bereits  in  den  ursprünglichen  Formeln  die  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten gleichmäfsig  vorkommen,  so  führt  die  Vertauschung 
einen  neuen  Satz  herbei.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung 
kann  man  jedem  Satze  aus  der  Geometrie  der  Ebene  einen  zweiten 
Satz  an  die  Seite  stellen,  der  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung 
von  Punkt  und  Gerade  erhalten  wird;  man  nennt  dies  Princip 
das  der  Dualität. 

Die  angegebene  Methode  läfst  sich  nicht  anwenden,  sofern 
in  der  Untersuchung  ein  Unterschied  zwischen  eigentlichen  und 
uneigentlichen  Gebilden  gemacht  wird.  Das  geht  schon  aus  dem 
Grunde  nicht,  weil  es  in  der  Ebene  unendlich  viele  uneigentliche 
Punkte,  aber  nur  eine  einzige  uneigentliche  Gerade  giebt.  Dem- 
entsprechend unterscheidet  man  in  der  Geometrie  der  Ebene 
zweierlei  Arten  von  Untersuchungen: 

a)  solche,  bei  denen  die  Punkte  der  unendlichfernen  Geraden 
von  den  übrigen  Punkten  nicht  unterschieden  werden, 
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b)  solche,  bei  denen  die  eigentlichen  und  uneigentlichen 
Gebilde  von  einander  getrennt  werden. 

Für  Untersuchungen  der  ersten  Art  können  wir  unsere  Ent- 
wicklung einzig  auf  die  Verhältnisse  x^ :  x, :  Xj,  und  Uj  :  u, :  Ug 
stützen,  indem  wir  ein  ganz  beliebiges  Koordinatendreieck  be- 
nutzen. Alle  Sätze,  welche  wir  hierbei  erhalten,  weisen  wir  der 
projektiven  Geometrie  oder  der  Geometrie  der  Lage  zu. 
Jedem  Lehrsatze,  der  diesem  Bereiche  angehört,  können  wir  einen 
zweiten  zuordnen,  der  sich  von  jenem  dadurch  unterscheidet,  dafs 
überall  Punkte  und  gerade  Linien  mit  einander  vertauscht  werden. 
Mit  andern  Worten:  Auf  dem  Gebiete  der  projektiven 
Geometrie  gilt  das  Princip  der  Dualität  ausnahmslos. 

Bei  den  Untersuchungen  der  zweiten  Art  unterscheiden  wir 
zunächst  die  eigentlichen  von  den  uneigentlichen  Gebilden;  wir 
ziehen  aber  auch  solche  Eigenschaften  der  eigentlichen  Gebilde 
in  Betracht,  welche  auf  uneigentliche  Gebilde  nicht  übertragen 
werden  können.  Dahin  gehören  u.  a.  der  Abstand  zweier  Punkte 
und  der  Winkel  zweier  geraden  Linien.  Alle  Sätze,  bei  denen 
das  geschieht,  weisen  wir  der  Geometrie  des  Mafses  oder 
der  metrischen  Geometrie  zu.  Auch  auf  diesem  Gebiete  spielt 
die  Dualität  eine  wichtige  Rolle,  aber  sie  liefen  uns  kein  Princip 
mehr,  durch  das  jeder  Satz  unmittelbar  übertragen  werden  kann. 

§  12. 
Die  Kurven  zweiter  Ordnung. 

L  Nachdem  wir  erkannt  haben,  dafs  jede  Gleichung,  welche 
in  Punktkoordinaten  homogen  vom  ersten  Grade  ist,  eine  gerade 
Linie  darstellt,  gehen  wir  jetzt  dazu  über,  diejenigen  Linien  zu 
untersuchen,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten 
Grades  in  den  Koordinaten  Xj,  Xj,  Xj  dargestellt  werden.  Die 
allgemeinste  Gleichung  dieser  Art  ist: 

(1)     a,ixf-f  aj,x|  +  a38x|  +  2ai,XiX,  ^-  2ai8X,x, 
+  2a,3X2X3  =  0. 

Indem  wir  festsetzen,  dafs 

^23''^^82>    ^IS'^^SI»    **1J^**21 

sein  soll,  können   wir  diese  Gleichung   auch  in  folgender  Form 

schreiben : 
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Xi  (3,1X1  +ai2X,  +  ajsXg)  +  ^2  (^jiXi  +  a^x^  +  a^gX,) 
+  Xg  (agiXi  4-  ag^Xj  +  ag.x,)  —  0, 
oder  auch: 

Xi  ^^iy  x^  +  X2  -Ta^;,  x^  +  Xg  J^ag;,  x^  —  0, 
(x=-l,  2,  3) 
wofür  wir  endlich  kurz  schreiben  können: 
(2)     i:at:,  xi  XX  «  0. 
(/,x=l,2,3) 
Wir  nennen  jede  durch   eine  solche  Gleichung  dargestellte 
Linie  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

2.  Ändern  wir  das  Koordinatensystem  um,  ersetzen  wir  also 
das  zu  Grunde  gelegte  Koordinatendreieck  durch  ein  anderes 
Dreieck  und  geben  wir  dem  Einheitspunkte  irgend  eine  andere 
Lage,  so  kommt  dies  darauf  hinaus,  die  Koordinaten  Xj,  Xj,  Xg 
durch  homogene  lineare  Funktionen  von  drei  neuen  GröTsen  y,, 
yj,  y«  zu  ersetzen;  wir  haben  demnach  die  Transformations- 
Gleichungen  : 

Xi^Cj^yi  +  Ci^y^  +  Cigyg 
Xz^Cjiyi  +  Cg^y^  +  Cggyg 

Xs^^cgiyi  +  Cs^yj  +  Cgsys- 

Dadurch  geht  xf  über  in  (c,  jyi  +  Ci^y«  +  c^gyg)*  und 
das  Produkt  x^Xg  über  in 

i^iiYi  +  C22y2  +  ^^izYs)  (csiyi  +  »^sjyä  +  Cgsy«); 

die  Gleichung  (1)  verwandelt  sich  also  in  eine  Gleichung  zwischen 
yi>  y^j  y»»  weiche  ebenfalls  homogen  vom  zweiten  Grade  ist. 
Somit  wird  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  für  jedes  System  homo- 
gener Punktkoordinaten  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten 
Grades  dargestelh. 

3.  Wie  wir  in  §  11,  3  gesehen  haben,  können  wir  zwei 
Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks  ins  Unendlichferne  legen  und 
dadurch  zu  den  Cartesischen  Koordinaten  gelangen.  Hierbei  bleibt, 
wie  wir  soeben  gesehen  haben,  der  Grad  der  Gleichung  unge- 
ändert.  Daher  ist  auch  die  Gleichung  der  Kurve  in  Cartesischen, 
speciell  in  rechtwinkhgen  Koordinaten  vom  zweiten  Grade.  Die 
bekannten  Gleichungen  der  Kegelschnitte  (Ellipse,  Parabel,  Hy- 
perbel) sind  aber  quadratisch;  somit  gehören  die  Kegelschnitte  zu 
den  Kurven  zweiter  Ordnung.  Der  Kürze  wegen  nennen  wir 
vielfach  alle  Kurven  zweiter  Ordnung  auch  Kegelschnitte. 
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4.  Soll  die  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellte  Kurve  durch 
den  Punkt  (x')  gehen,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

<3)  a,,x/Xi+a,,x,  x,'  +  a3,Xj'x8'+2ai,x,'x,-f  2ai,x/x/ 

— -  +  2a,8x/x8  —  ü; 

<iie  aufgestellte  Forderung  führt  also  auf  eine  lineare  Gleichung 
zwischen  den  sechs  Koefticienten  der  Gleichung  (l).  Für  die 
Kurve  kommt  es  aber  nur  auf  das  Verhältnis  dieser  Koefficienten 
an.  Da  man  diese  finden  kann,  wenn  man  fünf  Gleichungen  von 
der  Form  (3)  kennt,  so  ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  im  all- 
gemeinen durch  fünf  Punkte  bestimmt. 

5.  Um  dies  genauer  zu  übersehen,  stelle  man  die  Bedingungen 
dafür  auf,  dafs  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  die  fünf  Punkte 
(xO,  (x*),  (x*),  (x*),  (x*)  hindurchgeht.  (Hier  sind  die  obern 
Ziffern  keine  Exponenten,  sondern  blofse  Marken.)  Der  Glei- 
chung (3)  entsprechend  müssen  jetzt  die  Bedingungen  erfüllt  sein : 

a,,xlxj  -f  ajjXjxi-Ha.jXix^  -f  2a,,x;xJ  -|-2a,,x;x«  -f  2a,,xix>  =  0 

a,,xfx»+ -f2a,,x«x»=0 

<4)     a,,x»x»-f 4-2a,,x*x»  =0 

a,,x«xt-i- -f2a,,x5xl=0 

a,,x*xf+ -f  2a,,x»x*-0. 

Aus  diesen  fünf  Gleichungen  lassen  sich  die  Verhältnisse  der 
sechs  Gröfsen  au,  a^^,  agg,  2ajg,   2a ^g,  2a j,  berechnen.     Ich 
kann  die  Koefficienten,   mit  denen  diese   Gröfsen  in   den  Glei- 
chungen (4)  multipliziert  werden,  zu  der  Matrix  zusammenstellen: 
I    x}xj     xjxj     xjxj     xjxj     xjxj     xjxj    i 
\   xfxf        .    '     .          .         .         .         x|x| 

xfxf xfxf 

x{xt xJxJ 


x?x5 x|x| 
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Aus  dieser  Matrix  kann  ich  jedesmal  eine  Vertikalreihe  weg- 
lassen und  die  übrigen  zu  einer  Determinante  vereinigen.  Da- 
durch gelange  ich  zu  den  Determinanten  ^.  ^  ^„  As»  Ai» 
As»  Ab»  ^'O  in  der  Determinante  Ai  ^»e  erste,  in  Aj  ^>e  zweite 
Vertikalreihe  fehlt  u.  s.  w.  Wie  die  Determinantentheorie  lehrt, 
verhalten  sich  die  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  wie  diese  De- 
terminanten mit  abwechselnden  Zeichen;  oder  es  ist: 
a,i  :  a.j  .  a^g  :  2ai^  :  2a^^  :  2^^^ 


Ai  :-  A, :+ As^-A*  :+ A 


6   •  /--«»' 
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6.  Man  kann  auch  di^  Gleichung  (1)  mit  den  fönt  Glei- 
chungen (4)  zusammenstellen.  Dadurch  erhalten  wir  zwischen 
den  sechs  Gröfsen  ik^^  .  .  .  .  2a^^  sechs  homogene  lineare  Glei- 
chungen. Diese  sind  nur  mit  einander  vereinbar,  wenn  die  aus 
ihren  Koefficienten  gebildete  Determinante  verschwindet.  Daher 
kann  die  Gleichung  derjenigen  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  fünf  Punkte  hindurchgeht,  in  folgender  Form  dargestellt 
werden : 


x}x} 
x}x} 
x}x} 


XjXg 

XgXg 

xfxj 

XjXg 

x|xS 


7.  Mag  man  die  in  5.  angegebene  Methode  verfolgen  oder 
die  zuletzt  aufgestellte  Gleichung  zu  Grunde  legen,  beidemal  setzt 
man  voraus,  dafs  die  sechs  Determinanten  /^j,  /\j,  .  .  .  ^^ 
nicht  sämtlich  verschwinden.  Wenn  dieser  Ausnahmefall  eintritt, 
so  kommen  die  Gleichungen  (4)  auf  vier  Gleichungen  hinaus; 
durch  die  fünf  Punkte  gehen  in  diesem  Falle  unendlichviele  Kurven 
zweiter  Ordnung.  Dann  müssen  aber  auch,  wie  man  leicht  sieht, 
die  fünf  Punkte  eine  ganz  besondere  Lage  zu  einander  haben; 
demnach  gilt  der  Satz: 

Durch  fünf  Punkte  läfst  sich  im  allgemeinen  eine 
einzige  Kurve  zweiter  Ordnung  legen. 

Wir  sagen  auch,  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  sei  durch  fönt 
Punkte  bestimmt. 

8.  Die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  Geraden  Xg  —  0 
werden  gefunden,  indem  man  in  der  Gleichung  (1)  Xg  =—0  setzt. 
Dann  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  x,  :  x,  die 
Gleichung : 

(5)  ajixf -f  2ai2XiX, -f  a,,x|  —0. 

Hier  sind  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Erstens  können 
die  drei  KoefBcienten  a^^,  a^,,  a,,  gleich  null  sein.  Alsdann 
wird  die  Gleichung  (1)  dadurch  befriedigt,  dafs  man  in  ihr  x,  —  !) 
setzt;  jeder  Punkt  der  Geraden  x,  — »0  gehört  also  der  Kurve  an. 
Zweitens  kann  die  Gleichung  (5)  zwei  verschiedene  reelle  Wurzeln 
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för  den  Quotienten  Xj :  x,  (oder  auch  für  x, :  Xi)  liefern;  in 
diesem  Falle  hat  die  Gerade  zwei  Punkte  mit  der  Kurve  gemein. 
Die  Gleichung  (5)  kann  aber  drittens  auch  zwei  gleiche  Wurzeln 
für  den  Quotienten  x,  :  Xj  ergeben;  wir  sagen  in  diesem  Falle, 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  fielen  zusammen  und  die  Kurve 
werde  von  der  Geraden  berührt.  Endlich  kann  die  Gleichung  (5) 
zwei  imaginäre  Wurzeln  haben;  alsdann  kann  kein  Punkt  der 
Geraden  Xg^O  der  Kurve  angehören.  Wir  führen  jedoch  jetzt 
folgende  Bezeichnung  ein:  Wenn  die  Koordinaten  Xj,  x,,  x, 
komplexe  Verhältnisse  zu  einander  haben,  so  wollen  wir  sagen, 
sie  stellten  einen  imaginären  Punkt  dar.  Demnach  sagen  wir  in 
dem  Falle,  dafs  die  Gleichung  (5)  zwei  komplexe  Wurzeln  hat, 
die  Gerade  X3=»0  schneide  die  Kurve  {i)  in  zwei  imaginären 
Punkten. 

9.  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  bleibt  die  Gleichung  (1) 
vom  zweiten  Grade,  wenn  wir  beliebige  andere  Dreieckskoordi- 
naten einführen.  Für  ein  anderes  Koordinatensystem  nimmt  daher 
die  Gleichung  (1)  die  Form  an:  2btxyt  yx  ==»  0,  Setzt  man 
hierin  y3=»0,  so  bleibt  die  quadratische  Gleichung: 

Daher  hat  auch  die  Gerade  yg  =  0,  falls  sie  nicht  etwa  ganz 
der  Kurve  angehört,  mit  ihr  zwei  reelle  oder  imaginäre  Punkte 
^gemeinschaftlich.  Die  Gerade  yg  =*  0  kann  aber  willkürlich  ge- 
wählt werden;  es  gilt  somit  der  Satz: 

Jede  Gerade  hat  mit  einer  Kurve  zweiter  Ordnung, 
falls  sie  ihr  nicht  ganz  angehört,  zwei  reelle  oder  ima- 
ginäre oder  zusammenfallende  Punkte  gemeinschaftlich. 

10.  Diesen  Satz  kann  man  auch  auf  folgendem  Wege  be- 
weisen. Es  seien  (x')  und  (x")  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene; 
einen  beliebigen  Punkt  ihrer  Verbindungsgeraden  kann  man  durch 
die  Verhältnisse 

(6)      Xj    +CDXi',    X,    -f(»X,',    X,    +0x3" 

darstellen.  Um  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  (1) 
zu  finden,  hat  man  für  xi,  x^,  X3  die  Werte  (6)  einzusetzen.  Nun  ist 
aj  1  (xj'  +  0x1')»  =  ai  lO'Xi  « +  2ai  ^roxi  x,  -f  a^  ,x,  " 

i^jaC^j  +o>Xj")  (xj  +0^X3  j=-a,3<ö«x,   Xj    + 

a, 3©  (x,'  X3 "  +  x,  X,')  +  a, ,x/  x,'. 
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Demnach  geht  die  Gleichung  (1)  durch  die  angegebene  Ein- 
setzung über  in: 

+  2a,3X.'V| 
/yx    +2cö{anXi'xi"+a,,Xj'x,"+a88X8'x8"+ai,(xi'x,"+x,'x/) 

+  ^l  8  (Xl'X3"  +  Xj'Xi")  +  a^  8  (X8'X8'  +  X8'x,0| 

+  {anXi'2  +  a,jXj'«  +  a38X8'*  +  2aijx/x,'  +  2ai8X,'x8' 

+  2a,8X,'x,'|-0. 

Nachdem  die  Kurve  und  die  beiden  Punkte  gegeben  sind, 
ist  Q)  die  einzige  Unbekannte  in  dieser  Gleichung;  in  dieser  Un- 
bekannten ist  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade;  sie  fuhrt  also 
auf  zwei  Schnittpunkte. 

11.  Man  sagt,  eine  ebene  Kurve  sei  von  der  nten  Ord- 
nung, wenn  die  Auffindung  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  be- 
liebigen geraden  Linie  auf  eine  Gleichung  nten  Grades  führt,  oder 
mit  andern  Worten,  wenn  sie  mit  einer  geraden  Linie  im  allge- 
gemeinen  n  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemeinschaftlich  hat. 
Indem  wir  diese  Definition  zu  Grunde  legen,  können  wir  leicht 
den  Satz  beweisen:  Wenn  eine  ebene  Kurve  sich  in  Dreiecks- 
koordinaten durch  eine  homogene  Gleichung  nten  Grades  dar- 
stellt, so  ist  sie  von  der  nten  Ordnung.  Es  sei  q>  (xj,  x,,  x,) 
eine  homogene  Funktion  nten  Grades  in  Xj,  x,,  x,;  um  den 
Schnitt  der  Geraden  Xg  ==  0  mit  der  Kurve  9)  (Xj,  x,,  x,)  «- 0 
zu  finden,  hat  man  in  der  letzten  Gleichung  X3=0  zu  setzen. 
Dadurch  erhält  man  für  den  Quotienten  Xj  :  x,  eine  Gleichung 
nten  Grades;  die  Gerade  Xg  ==  0  hat  also  mit  der  Kurve  n  Schnitt- 
punkte. Bei  einer  beliebigen  Umwandlung  des  Koordinatensystems 
behält  die  Gleichung  der  Kurve  ihren  Grad  bei;  daher  hat  jede 
Gerade  mit  der  Kurve  n  Punkte  gemeinschaftlich. 

Übungen. 

1)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  der  Seiten  des  Koordi- 
natendreiecks mit  den  Kurven: 

a)  3xJ-f  2xjx,  —  x|-f  8x1X8  + 4xj|  —  0 

b)  Hx\  +  lÜXjX,  +  7xJ  +  4x^X8  -f  »x,X8  +  xJ  —  0 

C)    X}  +  X|  —  ()XjX8  —  lOXjXj  4-  }»x|  —  0 

d)  2xJ  —  oxjx,  —  3xH-9x,X3  -  lax.Xj  +  10x|  —  0. 
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2)  Man  suche  die  Schnittpunkte  der  Kurve  x}  +  xj  —  xj  —0 
mit  folgenden  Geraden: 

a)  mit  den  Seiten  des  Koordinatendreiecks, 

b)  mit  der  Einheitsgeraden, 

c)  mit  der  Geraden  Xj  +  Xj  —  x,  =»0, 

d)  mit  der  Geraden  Xj  —  x^  +  Xg  —0, 

e)  mit  der  Geraden   -  Xi  +  x,  +  Xg  =-  0, 

f)  mit  der  Geraden  x,  —  x,  =0, 

g)  mit  der  Geraden  x^ — Xg— 0, 
h)  mit  der  Geraden  Xj — Xj=«0. 

3)  Man  suche  die  Punkte,  welche  die  Kurve 

xf  —  2X3X3  =«0 
mit  den  unter  2)  angegebenen  Geraden  gemeinschaftlich  hat. 

4)  Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  den  Punkt 
(l>  ö,  0)  geht,  so  mufs  der  Koefficient  von  xf  verschwinden. 

Ebenso  wird  in  der  Gleichung  (l)  agg  =0,  wenn  die  Kurve 
durch  den  Eckpunkt  O^  des  Koordinatendreiecks  geht,  und  es 
wird  ag8==0,  wenn  die  Kurve  (1)  durch  den  Punkt  O5  geht. 

5)  Die  Kurve  (1)  geht  durch  den  Einheitspunkt  hindurch, 
wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

^11  +^2  2  +a33  +2aig  4- 2ai8  +2a33=«0. 
G)  Man   lege  eine  Kurve  zweiter  Ordnung   durch   die  fünf 
Punkte: 

a)  (1,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  1),  (1,  1,  1),  (1,  2,  3); 
b)(l,  1,  1),     (-1,  1,  1),     (1,  -  1,  1),     (1,  1,  -1), 
(3,  2,  1); 

c)  (1,  0,  0),  (ü,   1,  0),  (0,  0,  1),  (1,  1,  1),   (-1,  1,  1); 

d)  (0,  1,  1),  (0,  1,  -  1),  (1,  0,  1),  (1,  0,  - 1),  (1,  1,K2); 

e)  (0,  0,  1),  (0,  1,  0),  (2,  1,  2),   (2,  2,  1),   (-2,  1,  2); 

f)  (1,  0,  0),  (0,  1,  0),  (0,  0,  1),  (l,  1,  1),  (-  1,  1,  1). 
7)  Die  obigen  Determinanten  Ai>  Aj»  As»  A4»  As»  Aü 

können  für  fünf  verschiedene  Punkte  nur  dann  sämtlich  gleich 
null  werden,  wenn  unter  je  vier  von  ihnen  sich  mindestens  drei 
befinden,  die  in  gerader  Linie  liegen. 

(Anleitung  zum  Beweise:  Angenommen,  von  den  vier  Punkten 
1,  2,  3,  4  lägen  keine  drei  in  gerader  Linie;  man  wähle  drei  zu 
Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks,  den  vierten  zum  Einheits- 
punkte.    Sind  Xj,  X,,  Xg  die  Koordinaten   des  fünften  Punktes, 
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SO  mufs  sein:  x^Xg  =»XgX,  =x,X2,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
der  letzte  Punkt  mit  einem  der  ersten  identisch  wird.) 

8)  Man  beweise  aus  7),  dafs  unter  der  angegebenen  Bedingung 
mindestens  vier  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  müssen. 

§  13. 

Pol  und  Polare  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

1.  Um  zu  einer  grofsen  Reihe  von  Eigenschaften  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung: 

(1)      2^a/;,X,   X;,  =  0 

zu  gelangen,  unterziehen  wir  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  Para- 
graphen einer  genaueren  Untersuchung.  Diese  Gleichung  schreiben 
wir  in  der  Form: 


(i 

J) 

Aco 

2  +  2B(ö  -f-  C  =  0, 

indem  wir  setzen: 

A  ==  J^üixXt" 

Xx\ 

C 

=»  2aixXi'xx, 

(3)     B^a,,x,'Xj 

[      ~r  »22^8    ^2        i      »88^8    ^8 

+  »12   (Xi' 

X2" 

+ 

Xj'xi")  +  ai8  (Xi'j 

[g'  +  Xg'x/) 

+   »28   (X2' 

Xa" 

-f 

Xg'Xg'j. 

Den  Ausdruck 

für  B 

können   wir  auch  in   folgender  Form 

schreiben : 

B^-a^ix/x,'^ 

+ 

»22 

Xj  Xs    -l-agjXg  Xg' 

+  ai,Xi'x," 

+  »21^2  ^1 

+ 

»u 

J^l    ^8      "T"  »3  1X3     Xj 

+  a,8X,'x8" 

+  a8jX3'x,' 

oder 

B 

=«  H^tX  xi  Xx' 

oder  auch,  weil  a^  =» 

»2 

i>  »13  ^"'»ai»  a,8- 

•»8  2    »st, 

B  «  2:aixXt'xx'. 

2.  Sind  <D^  und  a>^  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  so  stellt 
der  Bruch  coj  :  co,  das  Doppelverhaltnis  dar,  nach  welchem  die 
von  den  Punkten  (x')  und  (x' )  begrenzte  Strecke  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  Kurve  geteilt  wird.  Für  den  Wen  —  1  wird 
das  Doppelverhältnis  zu  einem  harmonischen.     Dann  mufs 

cDj  :  Q>,  "->  —  1  oder  co ,  =-■  —  co,  oder  cu,  +  co,  «■  0 
sein.     Bekanntlich  ist  aber 

2B 

«'i  +  <»»  —  —   ^* 
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Die  Summe  der  Wurzeln  verschwindet  also  nur,  wenn  B  «»  0 
ist.  In  diesem  Falle  liegen  aber  die  gegebenen  Punkte  (x)  und 
(x")  harmonisch  zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit 
der  Kurve.     Nun  stellen  wir  folgende  Definition  auf: 

Zwei  Punkte  sind  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung,  wenn  sie  harmonisch  liegen 
zu  den  beiden  Punkten,  in  denen  ihre  Verbindungs- 
gerade die  Kurve  schneidet. 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Punkte  (x)  und  (x)  konju- 
gierte Pole  zu  der  Kurve  (1)  sind,  wird  durch  die  Gleichung 
Ba— 0  dargestellt;  es  ist  dies  die  Gleichung: 

(4)  ^^a/;.X,'X;f-=0, 

welche  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

2ütxXi'Xx'  =  0. 

3.  Aus  dieser  Definition  geht  hervor,  dafs  jedesmal,  wenn 
der  Punkt  (x")  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x')  ist,  auch  der 
Punkt  (x)  für  dieselbe  Kurve  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x") 
ist.  Man  ersieht  dies  auch  aus  der  zweiten  Form,  in  der  man 
die  Gleichung  (4)  schreiben  kann. 

5.  Damit  der  Punkt  (x  )  konjugierter  Pol  zum  Punkte  (x) 
ist,  braucht  nur  die  Gleichung  (4)  erfüllt  zu  sein.  Es  giebt  also 
unendlichviele  Punkte,  welche  zu  einem  gegebenen  Punkte  (x') 
konjugierte  Pole  sind.  Alle  diese  Punkte  (x)  genügen  der  Gleichung 

(5)  U^ixXi'xx  =«  0, 

welche  aus  (4)  hervorgeht,  indem  man  an  Xj  ,  x,",  Xg  die  obern 
Marken  wegläfst.  Diese  Gleichung  kann  man  auch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

(H)  Xi(ajiXi  -l-aigXj  +ai3X8')  +  x,(a,iXi  +a,,x,  +a,jx,') 
+  Xs  (agiXi'  -f  aggX^'  -f  333X3)  =«  0. 
Hierin  sind  die  Koefficienten  Sitx  und  die  Koordinaten  x/, 
Xg ,  X3'  bekannt.  Daher  stellt  die  Gleichung  eine  gerade  Linie 
dar,  wofern  nicht  die  drei  Gröfsen  verschwinden,  mit  denen  die 
Variabein  Xj,  x^,  X3  multipliziert  sind.     Die  drei  Gleichungen 

»iiXi   +ai,x,'  +  ajjX,'=-0 

aiiXi'  +  a,jX,^  +  a,8Xg^  =  0 

können   aber  nur  dann   für  einen  Punkt  (x)  befi-iedigt    werden. 
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wenn  die  Determinante  aus  den  Koefficienten  verschwindet,  wenn 
also  die  Gleichung  besteht: 


(7) 


**11        **1»       **18 
äjl        ^22        ^fs 


—  0. 


^81        **32        **38     j 

Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Determinante  nennen  wir 
die  Determinante  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  der  Kurve. 
Wir  wollen  zuvörderst  annehmen,  dafs  diese  Determinante  von 
null  verschieden  ist.  In  diesem  Falle  stellt  die  Gleichung  (6)  für 
jede  Wahl  von  (x')  eine  gerade  Linie  dar,  und  diese  enthält  alle 
zum  Punkte  (x)  konjugierten  Pole.  Diese  Gerade  nennen  wir 
die  Polare  des  Punktes  (x').  Demnach  können  wir  den  Satz 
aussprechen : 

Wenn  die  Determinante  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung nicht  verschwindet,  so  liegen  alle  Punkte,  welche 
in  Bezug  auf  die  Kurve  konjugierte  Pole  zu  einem  ge- 
gebenen Punkte  sind,  auf  einer  geraden  Linie,  der  Po- 
lare des  Punktes. 

Wir  können  auch  sagen: 

Wenn  die  Determinante  der  Kurve  von  null  verschieden  ist, 
so  gehört  zu  jedem  Punkte  eine  einzige  Polare. 

6.  Umgekehrt  können  wir  aber  auch  jede  Gerade  der  Ebene 
als  Polare  auffassen  und  zu  ihr  den  Pol  eindeutig  bestimmen. 
Soll  die  Gerade 

(8)     CiXi  +  C2X2  +  C3X3  =  0 
die  Polare  des  Punktes  (x)  sein,  so  dürfen  sich  die  Koefficienten 
von  Xj,  x,,  Xg  in  den  Gleichungen  ((>)  und  (8)  nur  durch  einen 
konstanten  Faktor  co  unterscheiden ;  es  müssen  also  die  Bedingungen 
erfüllt  sein: 

a^Xj' 4- »12X2' +  ai8X3   ==- foc^ 
(9)     a,,Xi'  +  a,,X2   +  ajgXg'  —  coc, 

•'»81^1'  +  ^SjX,'   +  .133X3'  «  «OCj. 

Nach  unserer  Annahme  ist  die  aus  den  Koefficienten  von 
x/,  X, ,  Xg'  gebildete  Determinante  von  null  verschieden;  daher 
können  wir  aus  diesen  Gleichungen  Xj*,  x,',  Xg  berechnen,  nach- 
dem Cj,  Cj,  Cg  und  fo  gegeben  sind!  Durch  eine  andere  Wahl 
von  w  ändert  sich  aber  das  Verhältnis  von   Xj   :  x,   :  Xg'  nicht; 
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wir  erhalten  also  denselben  Punkt  (x'),  wie  auch  der  Faktor  a> 
gewählt  werden  mag.     Somit  folgt  der  Satz: 

Wenn  die  Determinante  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung nicht  verschwindet,  so  ist  jede  Gerade  der  Ebene 
in  Bezug  auf  die  Kurve  die  Polare  zu  einem  Punkte. 

In  diesem  Falle  hat  jeder  Punkt  der  Ebene  eine  bestimmte 
Polare  und  jede  Gerade  der  Ebene  einen  bestimmten  Pol. 

7.  Diejenigen  Kurven,  deren  Determinante  nicht  verschwindet, 
unterscheiden  sich,  wie  wir  später  sehen  werden,  wesentlich  von 
denjenigen  Linien  zweiter  Ordnung,  für  welche  die  aus  den 
Koefficienten  ihrer  Gleichung  gebildete  Determinante  gleich  null 
ist.  Wir  nennen  daher  diejenigen  Kurven,  für  welche  die  Deter- 
minante von  null  verschieden  ist,  eigentliche  Kurven  zweiter 
Ordnung  und  bezeichnen  als  uneigentliche  Kurven  zweiter 
Ordnung  solche  Linien,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  den  Punktkoordinaten  mit  verschwin- 
dender Determinante  dargestellt  werden.  In  Bezug  auf  eine 
eigenthche  Kurve  zweiter  Ordnung  gehört  zu  jedem  Punkte  der 
Ebene  eine  bestimmte  Polare  und  zu  jeder  Geraden  der  Ebene  ein 
bestimmter  Pol. 

8.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  ist  bekannt,  sobald  man  zwei  Punkte 
dieser  Geraden,  also  zwei  konjugierte  Pole  kennt.  Diese  Be- 
merkung ermöglicht  es,  nachdem  die  Kurve  gegeben  ist,  zu  einem 
beliebig  gewählten  Punkte  die  Polare  vermittelst  einer  linearen 
Konstruktion  zu  finden.  Um  zu  dem  Punkte  A  die  Pobre  zu 
finden,  lege  man  durch  ihn  zwei  beliebige  Gerade,  von  denen 
die  Kurve  geschnitten  wird  (s.  umstehende  Figur).  Die  erste 
Gerade  schneide  in  den  Punkten  B  und  C,  die  zweite  in  den 
Punkten  D  und  E.  Wenn  sich  jetzt  die  Geraden  BD  und  CE 
in  F,  die  Geraden  BE  und  CD  in  G  schneiden,  so  ist  die  Gerade 
FG  die  Polare  des  Punktes  A.  Ist  nämlich  H  der  Schnittpunkt 
von  FG  mit  BC  und  J  der  Schnittpunkt  von  FG  mit  DE,  so  Hegt 
H  harmonisch  zu  A  in  Bezug  auf  BC  und  J  harmonisch  zu  A  in 
Bezug  auf  DE.  Die  Punkte  H  und  J  sind  also  konjugierte  Pole 
des  Punktes  A;  sie  liegen  somit  auf  seiner  Polaren;  und  da 
der  Punkt  A  nur  eine  einzige  Polare   hat,  mufs  diese  mit  der 
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Verbindungslinie  von  H  und  J,  also  auch  mit  der  Geraden  FG 
zusammenfallen. 


Zuweilen  ist  es  bequemer,  folgende  Konstruktion  zu  machen : 
Man  ziehe  (s.  folgende  Figur)  durch  den  Punkt  A  drei  gerade 
Linien,  von  denen  die  Kurve  geschnitten  wird;  die  Schnittpunkte 
mit  der  ersten  Geraden  seien  aßy  mit  der  zweiten  yd,  mit  der 
dritten  fj;  die  Geraden  aö  und  ßy  mögen  einander  in  //,  die 
Geraden  /g  und  de  in  v  schneiden.  Dann  ist  die  Gerade  fiv  die 
Polare  des  Punktes  A.  Wie  wir  nämlich  vorhin  gesehen  haben, 
mufs  sowohl  der  Punkt  fi  wie  der  Punkt  r  der  Polaren  ange- 
hören. 
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Diese  Konstruktion  versagt,  wenn  der  Punkt  A  auf  der  Kurve 
liegt;  indessen  werden  wir  auf  diesen  Fall  im  nächsten  Para- 
graphen genauer  eingehen. 

9.  Wenn  die  Gerade  p  die  Polare  des  Punktes  3i  ist,  so  ist 
X  konjugierter  Pol  zu  jedem  in  p  liegenden  Punkte.  Wie  man 
daher  einen  Punkt  1  auf  p  annehmen  mag,  stets  geht  die  Polare  I 
von  1  durch  den  Punkt  n  hindurch;  bewegt  sich  der  Punkt  1 
auf  der  Geraden  p,  so  dreht  sich  die  Polare  I  um  den  Punkt  x. 
Wenn  umgekehrt  die  Gerade  I  um  den  festen  Punkt  x  gedreht 
wird,  so  ist  auch  der  Pol  1  von  I  konjugierter  Pol  zu  jr;  er  liegt 
also  auf  der  Polare  p  des  Punktes  x.  Für  eine  eigentliche  Kurve 
zweiter  Ordnung  gilt  also  der  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  geraden  Linie,  so 
dreht  sich  seine  Polare  um  einen  festen  Punkt,  den  Pol 
der  Geraden;  wenn  sich  umgekehrt  eine  gerade  Linie 
um  einen  festen  Punkt  dreht,  so  bewegt  sich  ihr  Pol 
auf  einer  geraden  Linie,  der  Polare  des  Punktes. 

Külinff,  Lehrbach  der  analyt.  Geometrie.    I.  6 
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10.  Diesen  Satz  können  wir  auch  leicht  analytisch  beweisen. 
Die  Polare  des  Punktes  (x')  hat  die  Gleichung: 

und  ebenso  ist  die  Polare  des  Punktes  (x"): 

SaixXi  xx    =  0. 
Die  Koordinaten  eines  Punktes,  welcher  der  Verbindungslinie 
der  Punkte  (x)  und  (x")  angehört,  sind  den  Gröfsen 
(10)     Xj'  +  px/',  x^'  +  Qx^'y  Xg'  4-  pxg " 
proportional,  und  die  Polare  dieses  Punktes  hat  die  Gleichung: 

JSZix  Xi  {Xx  '  +  QXx  ")  =  0. 
Diese  Gleichung  kann  man  aber  auch  in  der  Form  schreiben: 

(11)      ^ZixXi  Xx'  -\-  Q  SZixXi  Xx"  =  0. 

Aus  dieser  Form  geht  hervor,  dafs  die  Polare  zu  einem  Punkte 

(10)  durch  den  Schnittpunkt  der  Polaren  zu  den  Punkten  (x') 
und  (x")  hindurchgeht. 

11.  Geben  wir  q  alle  möglichen  Werte,  so  beschreibt  der 
Punkt  (10)  eine  gerade  Linie  oder,  wie  wir  lieber  sagen,  eine 
gerade  Punktreihe.  Zugleich  beschreibt  die  Polare  (11)  einen 
Strahlenbüschel.  Zu  irgend  vier  Punkten  der  Punktreihe  (10) 
mögen  die  Werte  q^,  pj,  pg,  q^  von  p  gehören;  alsdann  hat  das 
Doppelverhältnis  dieser  vier  Punkte  den  Wert: 

(12)    gl  -^3  ,  Qi-Qa, 
Q8—Q2      Qi  —Qi 

Um  die  Polaren  dieser  vier  Punkte  darzustellen,  hat  man  in 

(11)  für  Q  der  Reihe  nach  die  Werte  pj,  p,,  (»g,  q^  einzusetzen; 
dann  stellt  auch  der  Ausdruck  (12)  das  Doppelverhältnis  dieser 
vier  Strahlen  des  Büschels  (11)  dar. 

Die  Polaren  zu  irgend  vier  Punkten  einer  geraden 
Linie  haben  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  die  vier 
Punkte. 

Unter  Anwendung  der  in  §  5,  13  eingeführten  Bezeichnung 
können  wir  diesem  Satze  auch  folgenden  Ausspruch  geben: 

Die  Polaren  zu  den  Punkten  einer  geraden  Punkt- 
reihe bilden  einen  zu  ihr  projektiven  Strahlenbüschel. 

12.  Wir  beweisen  folgenden  Satz: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  enthält 
keine  gerade  Linie  in  sich. 
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Wenn  die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  gebildete 
Determinante  von  null  verschieden  ist,  so  ist  es,  wie  wir  zeigen 
wollen,  nicht  möglich,  dafs  die  Gleichung  (1)  für  die  sämtlichen 
Punkte  einer  geraden  Linie  erfüllt  wird. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  die  Gleichung  (l)  werde  für 
alle  Punkte  derjenigen  Geraden  befriedigt,  welche  durch  die  Punkte 
(x)  und  (x")  geht.  Dann  mufs  die  Gleichung  (2)  für  alle  Werte 
von  a>  gültig  sein;  es  müssen  daher  die  Koefficienten  A,  B,  C 
verschwinden,  oder  es  mufs  sein: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

2;aix  {xi'  +  fixi')  {xx  +  vxx')  =  0 
für  alle  Wene  von  fi  und  r.  Irgend  zwei  Punkte  der  Geraden 
sind  also  konjugierte  Pole  von  einander.  Daher  kann  auch  jeder 
Punkt  der  Geraden  als  ihr  Pol  betrachtet  werden ;  die  Gerade  hat 
keinen  bestimmten  Pol,  während  wir  in  6.  gesehen  haben,  dafs 
in  Bezug  auf  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  jede  Gerade 
einen  einzigen  Pol  hat. 

Übungen : 

1)  Welche  Beziehung  mufs  zwischen  den  Koefficienten  a« 
der  Gl.  (1)  bestehen,  damit  die  Punkte: 

a)  (l,  1,  1)  und  (1,  2,  3) 

b)  (1,1,0)  und  (0,1,1) 

c)  (1,0,0)  und  (0,  1,0) 

konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  sind? 

2)  Man  bestimme  die  Polaren  der  Eckpunkte  des  Koordinaten- 
dreiecks für  die  in  Üb.  1)  zu  §  12  angegebenen  Kurven. 

3)  Welches  sind  die  Polaren  zu  den  Eckpunkten  des  Koordi- 
natendreiecks in  Bezug  auf  die  Kurven: 

a)  ajxf  H-a^xf  +  agX^  =0, 

b)  xf  —  2xjX8  =0? 

4)  Welche  Koordinaten  hat  die  Polare  des  Punktes  (x)  in 
Bezug  auf  die  Kurve: 

xf +xH-x|=0? 
Welches  ist  speciell  die  Polare  des  Einheitspunktes  .> 

5)  Welche  Beziehungen  müssen  zwischen  den  Koefficienten 
der  Gleichung  (1)  bestehen,  damit 

a)  der  Einheitspunkt  die  Einheitsgerade, 
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b)  der  Punkt  (1,  0,  0)  die  Gerade  (1,  0,  0), 

c)  der  Punkt  (x')  die  Gerade  (Ij,!,,  Ig)  zur  Polare  hat? 

6)  Welche  Beziehung  niufs  zwischen  den  Koordinaten  (Ij, 
U>  ^s)»  (r"n  "ij»  "^s)»  ("i>  "2»  "s)  dreier  gerader  Linien  bestehen, 
damit  diese  Linien  der  Reihe  nach  die  Polaren  zu  den  Eck- 
punkten des  Koordinatendreiecks  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
sind? 

7)  a)  Wieviel  Bedingungen  für  die  Bestimmung  eines  Kegel- 
schnitts vertritt  die  Forderung,  dafs  ein  Punkt  eine  vorgeschrie- 
bene Polare  haben  soll? 

b)  Wieviel  Punkte  eines  Kegelschnitts  kann  man  noch  will- 
kürlich wählen,  nachdem   die  Polare  eines  Punktes  gegeben  ist? 

c)  Wieviel  Punkte  eines  Kegelschnitts  kann  man  noch  will- 
kürlich wählen,  nachdem  zu  zwei  Punkten  die  Polaren  bestimmt 
sind  ? 

8)  Jeder  Diagonalpunkt  eines  in  einen  Kegelschnitt  einbe- 
schriebenen Vierecks  ist  der  Pol  zu  der  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  Diagonalpunkte. 

9)  Die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  (1)  gebildete 
Determinante  möge  mit  A  und  diejenige  Unterdeterminante,  welche 
in  ihr  mit  aix  multipliziert  wird,  mit  Atx  bezeichnet  werden;  als- 
dann hat  der  Pol  der  Geraden  (ci,  Cj,  C3)  die  Koordinaten: 

CiAii  "l'C^Agi  +CSA31,  Ci  Ai  j.  +  CsAjg  +  C3AS2, 
Ci  Ais  +  CiA23  +  CaAss- 

10)  Ordnet  man  jedem  Punkte  einer  geraden  Punktreihe  den 
Schnittpunkt  seiner  Polare  mit  einer  (nicht  durch  den  Pol  gehen- 
den) Geraden  zu,  so  erhält  man  zwei  projektive  Punktreihen. 

11)  Ordnet  man  jedem  Strahle  eines  Büschels  die  Verbindungs- 
linie seines  Pols  mit  einem  festen  Punkte  zu,  so  erhält  man  zwei 
projektive  Strahlenbüschel. 

§  14. 

Die  Tangenten  an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

1.  Wenn  der  Punkt  (x)  auf  der  Kurve 
(1)    2:a<*xi  xx  =  0 
liegt,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

2»'ai*x«'x*'  =  0. 
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Hat  jetzt  der  Punkt  (x")  eine  solche  Lage,  dals  die  Gleichung 
befriedigt  wird: 

(2)     2:ai*x*'x;f-  =  0, 
so  geht  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  über  in 

o>*  SzixXi'Xx'  =  0, 
welche,  falls  nicht  etwa  auch  noch  der  Punkt  (x")  auf  der  Kurve 
liegt,  nur  für  co  =  0  befriedigt  werden  kann.  Die  Gerade,  deren 
Punkte  durch  die  Verhältnisse  Xj'  +  o>Xj " :  x,'  +  ^x»  *  ^s  +  ^^s' 
bestimmt  werden,  hat  mit  der  Kurve  nur  den  dem  Werte  co  =  0 
entsprechenden  Punkt,  also  den  Punkt  (x)  gemeinschaftlich;  sie 
ist  eine  Tangente  der  Kurve. 

Wenn  der  Punkt  (x')  auf  der  Kurve  (1)  liegt,  so  drückt 
die  Gleichung  (2)  die  Bedingung  dafür  aus,  dafs  der 
Punkt  (x")  der  Tangente  im  Punkte  (x)  angehört. 

2.  Wenn  wir  den  Punkt  «  fest  auf  der  Kurve  annehmen 
und  ihn  mit  einem  zweiten  Punkte  ß  der  Kurve  verbinden,  so 
ist  die  Gerade  aß  eine  Sekante  der  Kurve.  Lassen  wir  den  Punkt 
ß  sich  bewegen  und  dabei  dem  Punkte  a  immer  näher  kommen, 
so  nähert  sich  auch  die  Sekante  immer  mehr  einer  festen  Grenz- 
lage, nämlich  derjenigen  Geraden,  von  der  die  Kurve  im  Punkte 
a  berührt  wird.  Auf  der  Sekante  aß  wählen  wir  einen  dritten 
Punkt  /  so,  dafs  er  der  Sehne  aß  nicht  angehört;  alsdann  mufs 
der  in  der  Geraden  aß  gelegene  Pol  von  y  zwischen  a  und  ß 
liegen.  Drehen  wir  jetzt  die  Sekante  so  um  den  Punkt  a,  dafs 
sie  immer  näher  an  die  Tangente  heranrückt,  der  Punkt  ß  also 
immer  mehr  mit  dem  Punkte  a  zusammenfällt,  so  mufs  auch, 
während  /  seine  Entfernung  von  a  beibehält,  der  Punkt  6  immer 
mehr  an  a  heranrücken.  Für  die  Tangente  mufs  der  auf  ihr 
enthaltene  konjugierte  Pol  zu  irgend  einem  ihrer  Punkte  mit  dem 
Berührungspunkte  zusammenfallen;  nur  zum  Berührungspunkte  ist 
jeder  Punkt  der  Tangente  konjugierter  Pol.  Wir  erhalten  also 
den  Satz: 

Der  Berührungspunkt  einerTangente  an  eine  eigent- 
liche Kurve  zweiter  Ordnung  ist  konjugierter  Pol  zu 
jedem  in  ihr  gelegenen  Punkte,  und  die  Polare  zu  einem 
Punkte  der  Kurve  ist  diejenige  Gerade,  von  der  die 
Kurve  in  dem  Punkte  berührt  wird. 
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3.  Da  die  Tangente  an  einen  Punkt  der  Kurve  ihren  Be- 
rührungspunkt enthält,  geht  die  Polare  zu  einem  Punkte  der  Kurve 
durch  ihren  Pol  hindurch.  Umgekehrt  gehört  jeder  Punkt,  der 
in  seiner  Polaren  liegt,  der  Kurve  an.   Soll  nämlich  die  Gleichung 

Xj  2^ai xXx'  +  Xf  2^ix xx'  +  xs  JSZix xx'  =  0 
erfüllt  sein,  wenn  man  den  Punkt  (x)  durch  (x')  ersetzt,  so  mufs 
die  Gleichung  bestehen: 

Xj^'  2JaixXx'  +  x^'  2:siixXx'  +  \Q'2:ZixXx'  =  0; 
diese  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

2zixXi'xx'  =  0, 
und  giebt  die  Bedingung  dafür  an,  dafs  der  Punkt  (x')  auf  der 
Kurve  liegt. 

4.  Wenn  die  Polare  p  eines  beliebigen  Punktes  Ji  der  Ebene 
die  Kurve  in  den  Punkten  a  und  ß  schneidet,  so  sind  die  Punkte 


a  und  ß  als  Punkte  von  p  konjugierte  Pole  zum  Punkte  jr.  Daher 
mufs  auch  umgekehrt  die  Polare  des  Punktes  a  oder  mit  andern 
Worten  die  in  «  an  die  Kurve  gelegte  Tangente  durch  den 
Punkt  J€  gehen;  der  Punkt  x  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden 
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Tangenten,  welche  in  den  beiden  Schnittpunkten  von  p  mit  der 
Kurve  an  sie  gelegt  werden  können. 

Im  Pol  einer  Geraden  treffen  sich  die  beiden  Tan- 
genten, welche  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Kurve 
dieselbe  berühren. 

5.  Soll  umgekehrt  die  Tangente  an  einen  Punkt  a  der  Kurve 
durch  einen  gegebenen  Punkt  jt  gehen,  so  mufs  der  Punkt  a  auf 
der  Polare  von  x  liegen.  Somit  können  nur  die  Tangenten  an 
diejenigen  Punkte  der  Kurve  durch  den  Punkt  Jt  gehen,  welche 
zugleich  der  Polare  von  jr  angehören.  Da  diese  Gerade  zwei 
Punkte  mit  der  Kurve  gemeinschaftlich  hat,  gehen  auch  durch 
den  Punkt  x  zwei  Tangenten  der  Kurve. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  im  allgemeinen 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  an  eine  eigent- 
liche Kurve'zweiter  Ordnung. 

6.  Um  hiernach  von  einem  Punkte  der  Ebene  aus  die  Tan- 
genten an  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  konstruiere  man  die  Polare 
des  Punktes;  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve 
liefern  uns  diejenigen  Punkte,  deren  Tangenten  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen.  Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden 
Tangenten,  welche  von  dem  Punkte  aus  an  die  Kurve  gelegt 
werden  können. 

7.  Eine  ebene  Kurve,  an  die  man  von  jedem  Punkte  der 
Ebene  aus  im  allgemeinen  n  Tangenten  legen  kann,  nennen  wir 
eine  Kurve  nter  Klasse.  Wir  haben  soeben  gesehen,  dafs  wir 
an  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  von  jedem  Punkte 
der  Ebene  aus  zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  legen  können; 
wir  können  diesen  Satz  jetzt  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  ist  auch 
von  der  zweiten  Klasse. 

8.  Der  letzte  Satz  folgt  auch  aus  der  Bedingungsgleichung, 
welche  zwischen  den  Koordinaten  einer  geraden  Linie  bestehen 
mufs,  damit  sie  Tangente  an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  ist. 
Wir  wollen  diese  Gleichung  herleiten. 

Die  Gerade,  von  der  die  Kurve  (l)  in  ihrem  Punkte  (x) 
berührt  wird,  hat  die  Gleichung: 
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(3)  Xi(aiiX/  +  ai,x,'  +  ai8X8')  +  x,(a,iXi'+a,,x,'-|-a„Xg') 
+  X8(a3iXi  +a82X2'  +  a38X8')  =  0. 
Sollen  Ui,  U2,  Us  die  Koordinaten  dieser  geraden  Linie  sein, 
so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(4)     ajiX,'  +  a,jX2'  +  a,8X8'  =  ()U2 

^81^1     "1*^82^2    "r'^38^8     ^^P^S* 

Wenn  hierin  aufser  den  Koefficienten  in  der  Gleichung  der 
Kurve  noch  die  Gröfsen  p,  Ui,  U2,  Us  gegeben  sind,  so  kann  man 
aus  diesen  Gleichungen  die  Werte  für  x/,  Xj',  Xs  berechnen, 
falls  die  Determinante 

a, ,     a,o     a 
(5) 

von  null  verschieden  ist.  Dabei  ergeben  sich  x/,  x,',  Xg'  als 
homogene  lineare  Funktionen  von  Ui,  u^,  u».  Indem  man  diese 
Werte  in  die  Gleichung 

^a£xx/xx'  =  0 
einsetzt,  hebt  sich  p*  als  gemeinschaftlicher  Faktor  weg  und  wir 
erhalten  in  Ui,  U2,  Us  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 

Die  Bedingung  dafür,  dafs  eine  gerade  Linie  Tangente  an 
eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  ist,  stellt  sich  in  ihren 
Koordinaten  als  homogene  quadratische  Gleichung  dar. 

9.  Wir  bezeichnen  die  Determinante  (5)  kurz  durch  A  und 
ihre  Unterdeterminanten  durch  Aix;  es  soll  in  A  das  Element 
aj  j  mit  Ajj,  das  Element  ai2  mit  A^^  u.  s.  w.  multipliziert  sein. 

Dann  istAi2=  ^21^88+^28^31»  -^21^^  —  ^i2^88'l"^8j^i8> 
also  Aj  2  =  A2 1 ;  ebenso  ist  allgemein  A/x  =  Axt. 

Die  Gleichungen  (4)  haben  folgende  Auflösungen: 
Axi'  =  ()(UiA,i  +u,A,i  +U3A81) 
(6)    Ax,'  =  ()(uiAi, +u,A,, +U8A8,) 
Axs'  =  Q  (UiAjg  +  u,A,3  +  UjAjg). 
Nun  soll  der  Punkt  (x)  als  Berührungspunkt  in  seiner  Polaren 
(ui,  Us,  Us)  liegen;  es  mufs  daher  die  Gleichung  bestehen: 
(7)     u,x,'  +  u,x»'  +  UjXj'  =  0. 
Indem   wir   hierin   für  x/,   xj',   Xj'  die  in  (6)  angegebenen 
Werte  einsetzen,  erhalten  wir  die  Gleichung: 
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(AuU,  -f  Anu, +A3,U3)ui  +(Ai,U|  +  A„u, -f  As,Us)ut 
+  (A,3U,  +  A,8U, +As,U8)u,  =0 
oder 

(8)  2:AixUi  ux  =  0. 
10.  Diese  Form  der  Gleichung  können  wir  durch  eine  andere 
ersetzen,  zu  der  wir  auf  folgendem  Wege  gelangen.  Wir  be- 
trachten die  drei  Gleichungen  (4)  und  die  Gleichung  (7)  als  vier 
homogene  lineare  Gleichungen  in  x/,  x, ,  Xs ,  —  q.  Diese  können 
nur  zusammen  bestehen,  wenn  die  aus  ihren  Koefficienten  ge- 
bildete Determinante  verschwindet.  In  der  letzten  Gleichung  hat 
—  Q  den  Koefficienten  null.  Daher  nimmt  jetzt  die  gesuchte 
Bedingung  folgende  Form  an: 


(Ö) 


=  0. 


Die  Bedingung,  welche  zwischen  den  Koordinaten  einer 
geraden  Linie  bestehen  mufs,  damit  sie  Tangente  an  eine  gegebene 
Kurve  ist,  nennen  wir  die  Gleichung  der  Kurve  in  Linien- 
koordinaten. 

Jetzt  sagt  die  Gleichung  (8)  aus:  Wenn  man  bei  einer  eigent- 
lichen Kurve  zweiter  Ordnung  von  Punkt-  zu  Linienkoordinaten 
übergehen  will,  so  mufs  man  die  Koefficienten  der  Gleichung 
durch  die  entsprechenden  Unterdeterminanten  ihrer  Determinante 
ersetzen. 

Die  durch  die  Gleichung  (D)  aufgestellte  Regel  drückt  man 
auch  wohl  in  folgender  Weise  aus :  Um  eine  gegebene  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  in  Linienkoordinaten  darzustellen,  rändert 
man  ihre  Determinante  mit  den  Koordinaten  Ui,  Ut,  Us. 

11.  Damit  eine  Gerade  (u, ,  u^,  Us)  durch  den  Punkt  (0,0, 1) 
geht,  mufs  U3  =0  sein.  Soll  sie  zugleich  Tangente  an  die  ge- 
gebene Kurve  sein,  so  müssen  ihre  Koordinaten  zugleich  der 
Gleichung  (8)  genügen.  Für  jede  durch  den  Punkt  (0,  0,  1) 
gehende  Tangente  gelten  also  die  beiden  Gleichungen: 
us=0,  AiiUj  +  2A,,UiU,-}-A,,u}=0. 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergeben  sich  zwei  (reelle  oder 
imaginäre)  Verhältnisse  Ui  :  u«;  somit  geheji  durch  den  Punkt 
(0,  0,  1)  zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  der  Kurve. 
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Durch  Umwandlung  des  Koordinatensystems  zeigt  man  wieder, 
dafs  die  Auffindung  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten 
von  einer  Gleichung  zweiten  Grades  abhängt.  Wir  erkennen  also 
auch  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege,  dafs  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  von  der  zweiten  Klasse  ist. 

Übungen: 

1)  Man  bestimme  die  Gleichung  der  Tangenten,  welche  in 
den  Schnittpunkten  mit  den  Seiten  des  Koordinatendreiecks  an 
folgende  Kegelschnitte  gelegt  werden  können: 

a)  X1X2  -f  X1X3  —  XifXs  =0. 

b)  2xf  —5xiX2  —  3x|+ 9X1X3  —  13X2X3  +  10x1=0. 

c)  3xf  +  2x^X3  —  x|  +  8x1X3  +  4x|  =  0. 

d)  xf  -  x|  +  6x1X3  +  2X2X3  +  5x2  =  0. 

2)  Man  suche  für  die  Kurven  a)  und  d)  den  Schnittpunkt 
von  je  zwei  der  eben  gefundenen  Tangenten  und  zeige,  dafs  der- 
selbe der  Pol  zu  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  ist. 
Gilt  dies  auch  für  diejenigen  Kurven  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  Gleichungen  b)  und  c)  dargestellt  werden?  Welchen 
Wert  haben  die  Determinanten  dieser  beiden  Linien? 

3)  Man  konstruiere  mit  blofser  Hilfe  des  Lineals  die  beiden 
Tangenten,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  an  einen 
gezeichnet  vorliegenden  Kegelschnitt  gezogen  werden  können. 

4)  Man  stelle  die  Gleichungen  der  Tangenten  auf,  welche 
von  den  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks  an  die  unter  1)  d) 
gegebene  Kurve  gelegt  werden  können. 

5)  Man  stelle  folgende  Kurven  in  Linienkoordinaten  dar: 

a)  aixf +a2x|  +  agX«  +0. 

b)  XiXj  +  XiXg— X2X3  =0. 

c)  Xf  -  2x,X3  =  0. 

d)  xj  —  x}  +  HxiXj  +  2x2X3  +  5x|  =  0. 

())  a)  Welche  Gleichung  hat  der  Kegelschnitt,  der  von  den 
Geraden  Xj  =  0  und  xs  =  0  in  seinen  Schnittpunkten  mit  der 
Geraden  Xi  =  0  berührt  wird  ? 

b)  Der  hier  angegebene  Kegelschnitt  soll  durch  den  Einheits- 
punkt gehen. 

c)  Für  ihn  sollen  die  Punkte  (1,  0,  1)  und  (1,  1,  0)  konku- 
gierte  Pole  sein. 
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7)  Ein  Kegelschnitt  K,  zwei  seiner  Tangenten  t  und  t  und 
eine  beliebige  Gerade  g  sind  gegeben.  Auf  jeder  Tangente  von  K 
suche  man  denjenigen  Punkt,  welcher  dem  Schnittpunkte  mit  g 
in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  mit  t  und  t'  harmonisch  zuge- 
ordnet ist,  und  bestimme  den  geometrischen  Ort  für  alle  auf  diese 
Weise  sich  ergebenden  Punkte. 

(Zu  Koordinaten  wähle  man  die  festen  Tangenten  und  ihre 
Berührungssehne.) 

8)  Einem  Dreieck  ist  ein  Kegelschnitt  umbeschrieben.  Zu 
jeder  in  einem  Eckpunkte  berührenden  Geraden  konstruiere  man 
in  Bezug  auf  die  von  ihm  ausgehenden  Seiten  den  vierten  har- 
monischen Strahl.  Wie  liegen  diese  drei  geraden  Linien  zu 
einander? 

(Der  Koordinatenbestimmung  lege  man  das  gegebene  Drei- 
eck zu  Grunde.) 

9)  a)  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  festen  Punkt  geht, 
werde  als  Harmonikale  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  gegebenes 
Dreieck  angesehen.  Die  Gesamtheit  der  Punkte,  zu  denen  eine 
solche  Gerade  Harmonikale  ist,  bildet  einen  Kegelschnitt,  der 
durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  geht. 

(Das  Koordinatendreieck  wie  in  8).) 

b)  Um  ein  gegebenes  Dreieck  läfst  sich  ein  Kegelschnitt 
beschreiben,  der  die  Halbierungslinien  seiner  Aufsenwinkel  be- 
rührt. Die  Harmonikale  zu  allen  Punkten  dieser  Kurve  in  Bezug 
auf  das  Dreieck  gehen  durch  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
c inbeschriebenen  Kreises. 

(Man  wähle  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  Koordinatenaxen  und 
den  Mittelpunkt  des  Innern  Berührungskreises  zum  Einheitspunkte.) 
10)  Jeder  von  drei  Kegelschnitten  berührt  zwei  Seiten  eines 
festen  Dreiecks  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  dritten  Seite; 
zudem  sollen  die  drei  Kurven  durch  denselben  Punkt  Jt  gehen. 
In  diesem  Punkte  lege  man  an  jeden  der  drei  Kegelschnitte  die 
Tangente  und  bestimme  ihren  Schnittpunkt  mit  derjenigen  Drei- 
ecksseite, welche  von  der  Kurve  nicht  berührt  wird.  Welche 
Lage  haben  die  drei  Schnittpunkte  zu  einander? 

(Ist  A,  AjAj  das  Dreieck,  so  möge  der  Kegelschnitt  K,  durch 
die  Punkte  A,  und  Aj  gehen  und  von  den  Geraden  A|At  und 
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A1A3  berührt  werden;  entsprechend  habe  K,  die  Gerade  A,Ai 
und  A2A3  zu  Tangenten  und  gehe  durch  Ai  und  A3;  ähnliches 
gelte  vom  Kegelschnitt  K3.  Die  in  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  3t  an  Ki  gelegte  Tangente  ti  treffe  A2A3  in  «i,  ebenso 
die  in  31  an  K2  gelegte  Tangente  t»  die  Gerade  AsAi  in  a»,  und 
in  entsprechender  Weise  soll  «s  in  AiAj  liegen.  Man  gebe  die 
Koordinaten  der  Punkte  «i,  ««,  a^  an,  nachdem  die  Punkte  Ai, 
A2,  As  zu  Eckpunkten  des  Koordinatendreiecks  und  x  zum  Ein- 
heitspunkte gewählt  ist.) 

§  15. 
Die  Polardreiecke  einer  Kurve  zweiter  Ordnung. 

1.  Wenn  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  gegeben 
ist,  so  wählen  wir  in  ihrer  Ebene  einen  Punkt  1  beliebig,  jedoch 
so,  dafs  er  der  Kurve  nicht  angehört.  Auf  seiner  Polare  I  nehmen 
wir  einen  Punkt  2  an  und  verlangen  wiederum  nur,  dafs  er  mit 
keinem  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der  Kurve  zusammenfällt. 
Dann  geht  die  Polare  II  des  Punktes  2  durch  den  Punkt  1  und 
schneidet  die  Gerade  I  in  einem  von  2  verschiedenen  Punkte  3. 
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Da  die  Punkte  1  und  2  konjugierte  Pole  zum  Punkte  3  sind,  ist 
die  Gerade  III,  welche  die  Punkte  1  und  2  verbindet,  die  Polare 
des  Punktes  3.  Jede  Seite  des  Dreiecks  (12  3)  ist  also  die  Polare 
zu  der  gegenüberliegenden  Ecke.  Hin  Dreieck,  welches  diese 
Eigenschaft  hat,  heifst  ein  Polar  drei  eck  der  Kurve  oder  auch 
ein  zu  sich  selbst  konjugiertes  Dreieck. 

2.  Zu  einer  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung  giebt  es 
unendlich  viele  Polardreiecke.  Man  kann  den  einen  Eckpunkt 
willkürlich  wählen  und  hat  nur  die  Punkte  der  Kurve  auszu- 
schliefsen;  der  zweite  Eckpunkt  kann  noch  jede  Lage  auf  einer 
geraden  Linie  erhalten  mit  Ausschlufs  ihrer  Schnittpunkte  mit  der 
Kurve.  Hiernach  kann  man  das  Polardreieck  von  drei  willkür- 
lichen Gröfsen  abhängig  machen,  nämlich 

a)  von  zwei  Gröfsen,  durch  welche  die  Lage  des  ersten 
Eckpunktes  in  der  Ebene  bestimmt  wird,  und 

b)  von  einer  Gröfse,  mittelst  deren  man  die  Lage  des  zweiten 
Eckpunktes  in  der  Polare  des  ersten  Punktes  angiebt. 

Wenn  ein  Gebilde  von  m  willkürlichen  Gröfsen  abhängt,  so 
legt  man  ihm  eine  m-fache  Unendlichkeit  bei;  wir  dürfen  daher 
sagen,  die  Polardreiecke  einer  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung 
bildeten  eine  dreifache  Unendlichkeit. 

3.  Wenn  ein  Polardreieck  zum  Koordinatendreieck  gewählt 
wird,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Kurve  eine  höchst  bemerkens- 
werte Form  an.  Sind  die  neuen  Koordinaten  Vi,  y«,  ys,  so 
wissen  wir  bereits,  dafs  auch  in  ihnen  die  Gleichung  der  Kurve 
vom  zweiten  Grade  ist;  sie  hat  also  die  Form: 

biiyf+b,,yi+b33y|+2bj,yjy, -f  2bj,y,y, 
+  2b,3y,y3==0. 

Nun  sind  die  Punkte  (1,  0,  0)  und  (0,  1,  0)  konjugierte  Pole 
tür  die  Kurve;  die  Gleichung 

2^bixyi'yjf'=»ü 
mufs  also  befriedigt  werden,  wenn  man  yi  =1,  yf=y»'=0 
und  y,    =  y8"  =  0,  y«'  =  1  setzt.     Daraus  folgt  bj,  =0. 

Ebenso  ergiebt  sich  b,,  =0  daraus,  dafs  die  Punkte  (1,0,0) 
und  (0,  0,  1)  konjugiene  Pole  sind;  und  weil  die  Punkte  (0, 1,0) 
und  (0,0,1)  konjugierte   Pole  sind,  mufs  auch  b,j=0  sein. 
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Die  Gleichung  der  Kurve  wird  also: 

sie  enthält  nur  die  Quadrate  der  Koordinaten. 

Von  den  drei  Koefficienten  bn,  b^^,  bjs  kann  aber  keiner 
gleich  null  werden,  weil  sonst  die  Determinante  verschwinden 
und  die  Gleichung  somit  eine  uneigentliche  Kurve  zweiter  Ord- 
nung darstellen  würde. 

4.  Statt  von  einem  Eckpunkte  kann  man  auch  von  einer 
Seite  des  Polardreiecks  ausgehen.  Man  wählt  zunächst  eine 
Gerade  I  willkürlich  und  legt  durch  ihren  Pol  1  eine  beliebige 
zweite  Gerade  II.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden 
der  Pol  zu  der  Verbindungslinie  des  Punktes  1  mit  dem  Pole  2 
von  II.  Die  drei  auf  diese  Weise  gefundenen  Geraden  schliefsen 
ein  Dreieck  ein,  wofern  nur  keine  der  Geraden  I  und  II  die 
Kurve  berührt;  und  dies  Dreieck  ist  ein  Polardreieck. 

5.  Wenn  die  unendlichferne  Gerade  einen  Kegelschnitt  nicht 
berührt,  so  liegt  ihr  Pol  nicht  in  dieser  Geraden  und  ist  infolge 
dessen  ein  eigentlicher  Punkt.  Legt  man  durch  diesen  Punkt  M 
eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Kurve  in  den  Punkten  a  und  ß 
schneidet,  so  wird  die  Strecke  a^  im  Punkte  M  und  im  unend- 
lichfernen Punkte  der  Geraden  harmonisch  geteilt,  oder  die  Strecke 
aß  wird  im  Punkte  M  halbiert.  Der  Pol  der  unendlichfernen 
Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  jede  hindurchgehende  Sehne 
in  ihm  halbiert  wird.  Aus  diesem  Grunde  heifst  er  der  Mittel- 
punkt der  Kurve;  jede  durch  ihn  hindurchgehende  Gerade  nennt 
man  einen  Durchmesser  der  Kurve. 

6.  Nimmt  man  die  unendlichferne  Gerade  zu  der  einen  Seite 
eines  Polardreiecks,  so  kann  man  zur  zweiten  Seite  einen  belie- 
bigen Durchmesser  der  Kurve  wählen.  Dadurch  erhält  man  ein 
Polardreieck,  von  dem  zwei  Eckpunkte  ins  Unendlichferne,  der 
dritte  in  den  Mittelpunkt  fällt.  Die  beiden  eigentlichen  Geraden, 
welche  seiner  Begrenzung  angehören,  sind  zwei  Durchmesser, 
welche  als  konjugierte  Durchmesser  bezeichnet  werden.  Den 
einen  dieser  beiden  Durchmesser  kann  man  noch  willkürlich 
wählen;  dadurch  ist  der  andere  eindeutig  bestimmt. 

7.  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  Eckpunkt  eines  Polar- 
dreiecks geht,  trifft  die  gegenüberliegende  Seite  in  einem  Punkte, 
der  zu  dem  ausgewählten  Eckpunkte  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte 
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mit  der  Geraden   harmonisch  liegt.     Durch  den  unendlichfcmcn 
Punkt  des  Durchmessers  MA  geht  jede  zu  ihm  parallele  Gerade; 
wenn  eine  solche  die  Kurve  in  den  Punkten  x  und  X  und  den 
konjugierten       Durch- 
messer   im    Punkte    y. 
trifft,  so  wird  die  Sehne 
xX  im  Punkte  //  und  in 
ihrem    unendlichfernen 
Punkte  harmonisch  ge- 
teilt;  sie  wird  mit  an- 
dern Worten  im  Punkte 
\i    halbiert.       Zugleich 
wird  aber  jede  Sehne, 
welche  durch  den  un- 
endlichfernen Punkt  des 

zu  MA  konjugierten  Durchmessers  MB  geht,  in  diesem  Punkte 
und  in  dem  Schnittpunkte  mit  MA  harmonisch  geteilt.  Zwei 
konjugierte  Durchmesser  haben  somit  die  Eigenschaft,  dafs  jede 
Sehne,  welche  zu  dem  einen  parallel  ist,  durch  den  andern  hal- 
biert wird. 

8.  Der  Pol  eines  Durchmessers  ist  der  unendlichferne  Punkt 
des  konjugierten  Durchmessers;  durch  ihn  gehen  die  beiden  Tan- 
genten, welche  im  Endpunkte  des  gegebenen  Durchmessers  an 
die  Kurve  gelegt  werden  können.     Mit  andern  Worten: 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers sind  zum  konjugierten  Durchmesser  (und  dem- 
nach auch  einander)  parallel. 

9.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  die  Tan- 
genten an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  zieht,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  durch  den  Pol  einer  jeden 
Geraden,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  gelegt  werden  kann, 
somit  auch  durch  den  Pol  di^s  nach  diesem  Punkte  hin  gezogenen 
Durchmessers,  d.  h.  durch  den  unendlichfernen  Punkt  des  kon- 
jugierten Durchmessers.  Die  Berührungssehne  wird  durch  den 
ersten  Durchmesser  halbiert.  Sind  a  und  ^  die  Berührungspunkte 
der  von  jr  ausgehenden  Tangenten,  so  wird  die  Sehne  a^  durch 
den  Durchmesser  Mjr  halbiert. 
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Die  Berührungs sehne  von  zwei  beliebigen  Tangenten 
wird  durch  den  nach  ihrem  Schnittpunkte  gezogenen 
Durchmesser  halbiert. 

10.  Da  zwei  Eckpunkte  eines  Polardreiecks  harmonisch  liegen 
zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit  der  Kurve,  so 
liegen  auch  zwei  konjugierte  Durchmesser  jedesmal  harmonisch 
zu  den  vom  Mittelpunkte  ausgehenden  Tangenten  der  Kurve  (den 
Asymptoten). 

Übungen: 

1)  a)  Wieviel  Bedingungen  für  die  Bestimmung  eines  Kegel- 
schnitts vertritt  die  Forderung,  dafs  er  ein  festes  Dreieck  zum 
Polardreieck  haben  soll? 

b)  Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  bestimmen,  der  das 
Koordinatendreieck  zum  Polardreieck  hat  und  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  geht! 

c)  Alle  Kegelschnitte,  welche  ein  gegebenes  Polardreieck 
besitzen  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  haben  noch  drei 
weitere  Punkte  gemeinschaftlich.  Man  bestimme  die  Koordinaten 
dieser  drei  Punkte  unter  der  Annahme,  dafs  das  gegebene  Drei- 
eck Koordinatendreieck  und  der  gegebene  Punkt  der  Einheits- 
punkt ist. 
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d)  Einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  der  ein  gegebenes  Polar- 
dreieck hat  und  für  den  ein  Punkt  eine  vorgeschriebene  Polare 
besitzt. 

e)  Einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  der  zwei  Gerade  zu 
konjugierten  Durchmessern  hat  und  durch  zwei  gegebene  Punkte 
geht. 

f)  Einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  der  zwei  feste  Gerade 
zu  konjugierten  Durchmessern  hat  und  für  den  die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  mit  einer  vorgeschriebenen  Geraden  zu- 
sammenfällt. 

2)  a)  Die  Tangenten,  welche  in  den  Schnittpunkten  einer 
Seite  eines  Polardreiecks  mit  einem  Kegelschnitt  an  denselben 
gelegt  werden  können,  schneiden  sich  jedesmal  im  dritten  Eck- 
punkte. 

b)  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind 
dem  konjugierten  Durchmesser  parallel. 

c)  Die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  sind  die  End- 
punkte eines  Durchmessers. 

3)  a)  Ist  das  Dreieck  Xfiv  ein  Polardreieck  eines  Kegelschnitts, 
schneidet  die  Seite  Xu  in  a,  Xp  in  ß  und  treffen  die  Verbindungs- 
linien eines  beliebigen  Punktes  von  fiv  mit  den  Punkten  a  und  ß 
den  Kegelschnitt  zurti  zweitenmale  in  /  und  (J,  so  bilden  auch 
die  Geraden  Xy  und  X6  mit  fip  ein  Polardreieck  der  Kurve. 

b)  Die  Schnittpunkte  paralleler  Sehnen,  welche  durch  die 
Endpunkte  konjugierter  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  gehen, 
treffen  die  Kurve  in  zwei  Punkten,  welche  ebenfalls  konjugierten 
Durchmessern  angehören. 

(Sind  Ma  und  Mß  konjugierte  Halbmesser,  sind  die  Sehnen 
ay  und  ßö  parallel,  so  sind  auch  M/  und  M(f  konjugierte  Halb- 
messer.) 

4)  a)  Die  Diagonalpunkte  eines  in  einen  Kegelschnitt  be- 
scliriebenen  Vierecks  sind  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks  der 
Kurve. 

b)  Die  Seiten  eines  in  einen  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Parallelogramms  sind  einem  Paare  konjugierter  Durchmesser  pa- 
rallel. 

5)  a)  Sind  X,  ^,  v  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks,  ist  a 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  wird  die  Kur\'e  von  den  Geraden 
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aX  und  afi  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  mit  dem  Punkte 
r  in  gerader  Linie  liegen. 

b)  Man  kann  einem  Kegelschnitt  unendlich  viele  Dreiecke 
einbeschreiben,  deren  Seiten  (teils  zwischen  den  Eckpunkten,  teils 
in  der  Verlängerung)  der  Reihe  nach  durch  die  Eckpunkte  eines 
seiner  Polardreiecke  gehen. 

c)  Die  durch  einen  Punkt  eines  Kegelschnitts  zu  konjugierten 
Durchmessern  gezogenen  Parallelen  treffen  die  Kurve  noch  in 
den  Endpunkten  eines  Durchmessers. 

d)  Die  Verbindungslinie  eines  Punktes  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind  konjugierten 
Durchmessern  parallel. 

6)  a)  Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  seinen  Mittelpunkt 
und  drei  seiner  Punkte. 

b)  Nachdem  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  gegeben  sind, 
kann  man  den  Mittelpunkt  noch  willkürlich  w^ählen. 

c)  Ein  Kegelschnitt  ist  bestimmt  durch  seinen  Mittelpunkt 
und  eines  seiner  Polardreiecke. 

7)  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Durchmessern  ist  jedesmal 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  der  konjugierten  Durchmesser. 

8)  Die  Polare  zu  dem  unendlichfernen  Punkte  eines  Durch- 
messers ist  der  konjugierte  Durchmesser. 

9)  a)  In  den  Schnittpunkten  zweier  Seiten  eines  Polardrei- 
ecks sind  die  Tangenten  an  die  Kurve  gelegt;  man  suche  den 
geometrischen  Ort  des  Schnittpunktes  dieser  Tangenten,  wenn  die 
beiden  schneidenden  Seiten  sich  so  um  ihren  gemeinsamen  Punkt 
drehen,  dafs  sie  immer  mit  der  dritten  gegebenen  Seite  ein  Polar- 
dreieck der  Kurve  bilden. 

b)  Man  soll  den  Ort  der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten 
bestimmen,  welche  in  den  Endpunkten  konjugierter  Durchmesser 
an  die  Kurve  gelegt  werden  können. 

10)  a)  Verbindet  man  die  Punkte,  in  denen  zwei  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  eine  dritte  Tangente  treffen,  mit  einem  Punkte 
der  Berührungssehne,  so  sind  diese  geraden  Linien  zwei  Seiten 
eines  Polardreiecks  der  Kurve. 

b)  Die  Punkte,  in  denen  zwei  parallele  Tangenten  von  einer 
beliebigen  dritten  Tangente  eines  Kegelschnitts  getroffen  werden, 
gehören  konjugierten  Durchmessern  an. 
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Das  Linienpaar. 

1.  Wir  haben  bisher  angenommen,  dafs  die  Determinante 
aus  den  Koefficienten  der  Gleichung 

(1)     JfaixXi  xx  =  0 
nicht  verschwindet,  dafs  es  daher  auch  keinen  Punkt  (g)  giebt, 
dessen  Koordinaten  den  Gleichungen  genügen: 

aiigi  +  a,jg,  +  ai3§3=0 
(2)    a,ili+a,,§, +a,3g3=0 

asi^l    +^8  212+^3  3^3=0. 

Diejenigen  Kurven,  zu  denen  wir  unter  dieser  Annahme  ge- 
langten, nannten  wir  eigentliche  Kurven  zweiter  Ordnung.  Wir 
wollen  jetzt  die  uneigentlichen  Kurven  zweiter  Ordnung  unter- 
suchen und  nehmen  zu  dem  Ende  zuvörderst  an,  es  gebe  einen 
einzigen  Punkt  (g),  durch  dessen  Koordinaten  die  Gleichungen 
2}  befriedigt  werden. 

Die  Gleichung 

(3)     ^^a«xi§x=0, 
welche  die  Bedingung  dafür  darstellt,  dafs  die  Punkte  {§)  und  (x) 
konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  sind,  kann  auch  in 
der  Form  geschrieben  werden: 

xi  (a,,gi  +ai2§2  +ai3gs)  +  X2  (a^ig,  +  ^aSt  +  a^gs) 

+  xa  (asig,  +  asjg,  -f  aatgs)  =  0. 

Da  hierin  nach  (2)  die  Koefficienten  von  Xi,  xj,  z»  ver- 
schwinden, wird  die  Gleichung  (3)  für  jeden  Punkt  (xi,  x,,  Xj) 
befriedigt;  der  Punkt  (g)  ist  konjugierter  Pol  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene.  Wir  nennen  ihn  den  singulären  Punkt 
der  Kurve. 

Die  Gleichung  (3)  wird  auch  befriedigt,  wenn  man  den  Punkt 
(x)  durch  den  Punkt  (g)  ersetzt;  somit  gehört  auch  der  singulare 
Punkt  der  Kurve  (1)  an. 

2.  Damit  die  Kurve  nur  einen  singulären  Punkt  besitzt,  damit 
also  alle  Lösungen  der  Gleichungen  (2)  aus  einer  einzigen  durch 
Multiplikation  mit  demselben  Faktor  erhalten  werden,  mufs  die 
aus  den  Koefficienten  dieser  Gleichungen  gebildete  Determinante 
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verschwinden,  ohne  dafs  ihre  sämtlichen  Unterdeterminanten  gleich 
null  sind.     Es  mufs  daher 

an     ai2     ais 

(4)        ati     Z2i     a„      =  0 

asi     a32     ass 

sein;  aber  unter  den  Unterdeterminanten  der  linken  Seite  mufs 
sich  mindestens  eine  befinden,  die  von  null  verschieden  ist.  Dies 
ist  die  Annahme,  die  wir  vorläufig  unsern  Untersuchungen  zu 
Grunde  legen. 

3.  Soll  der  Punkt  (x)  konjugierter  Pol  zh  einem  gegebenen 
Punkte  (x)  sein,  so  mufs  die  Bedingung  erfüllt  werden: 

(5)     HaixXi  xx'  =  0, 
welche  sowohl  in  der  Form 

(5')     x,  ^aixxx'  +  X2  -TagxXx'  +  xg  l^asxXx' 
als  auch  in  der  Form 

(5")  X,"  ^aixXx  +  Xi'  J^aaxXx  +  Xs'  l^aaxXx  =0 
geschrieben  werden  kann.  Die  Form  (5)  zeigt,  dafs  die  Koeffi- 
cienten  von  Xi,  X2,  X3  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  sobald 
der  Punkt  (x')  vom  Punkte  (§)  verschieden  ist.  Daher  haben  alle 
Punkte  der  Ebene  mit  Ausnahme  des  singulären  Punktes  eine 
Polare;  d.  h.  zu  einem  jeden  solchen  Punkte  sind  nur  diejenigen 
Punkte  konjugierte  Pole,  welche  auf  einer  bestimmten  Geraden 
liegen. 

Aus  der  Form  (5")  geht  hervor,  dafs  die  Gleichung  (5)  be- 
friedigt wird,  wenn  man  (xi,  Xj,  X3)  durch  (§1,  1»,  ä)  ersetzt. 
Die  Polare  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  geht  durch 
den  singulären  Punkt. 

4.  Allgemein  ist 

2:a/x  (x/  +  fi§i)  (xx'  +  r|x)  = 

SZtx  \i  Xx    +  fi  Usitx  gl  Xx'  +  V  ÜZix  Xt'  |x  +  fiV  £ZiK§t  gx. 

In  unserm  Falle  verschwinden  die  Koefficienten  von  fi,  v 
und  von  /iv  wegen  der  Bedingungen  (2).  Wenn  jetzt  die  Punkte 
(x )  und  (x")  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  sind,  wenn 
also  die  Gleichung  befriedigt  ist: 

22Ltx  XI  Xx"  =  0, 
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so  verschwindet  auch  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der 
letzten  Gleichung.     Daher  sind  auch  die  Punkte 
(xi'+//si,x/+^g8,  xs'+^ga)  und  (x,  +y§,,  x/+r|,,  Xj'+rg,) 
konjugiene  Pole.     Nun  stellen  die  Koordinaten 

(Xl  '  +fdily    X,'   -f  //&,    Xs     +  fi^i) 

einen  beliebigen  Punkt  auf  der  Geraden   dar,  welche  den  Punkt 
(x')  mit  dem  singulären  Punkte  (|)  verbindet.     Ebenso  ist 

(xi"  +  rgi,  x/'  +  r§„  Xs "  +  rgs) 
ein   beliebiger   Punkt   auf  der  Verbindungslinie   der  Punkte  (x^ 
und  (g).     Wenn  daher  (x)  und  (x")  zwei  konjugierte  Pole  sind, 
so  ist  auch  jeder  Punkt  der  Geraden,  welche  den  Punkt  (x")  mit 
dem  singulären  Punkte  verbindet,  konjugiert  zu  jedem  Punkte  auf 


der  Verbindungslinie  des  Punktes  (x )  mit  dem  singulären  Punkte. 
Jede  dieser  beiden  Geraden  ist  Polare  zu  allen  Punkten  der  andern. 
Alle  Punkte,  welche  mit  dem  singulären  Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  haben  dieselbe  Polare. 

Wenn  eine  Kurve  zw^eiter  Ordnung  einen  singulären 
Punkt  hat,  so  werden  die  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Geraden    einander   paarweise   so   zugeordnet,   dafs   die 
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eine  der  beiden  einander  entsprechenden  Geraden  jedes- 
mal die  Polare  zu  allen  auf  der  andern  Geraden  liegenden 
Punkten  ist. 

Wir  nennen  zwei  solche  Gerade  konjugierte  Polare  in 
Bezug  auf  die  Kurve. 

5.  Wenn  ein  Punkt  auf  der  Kurve  (1)  liegt,  so  mufs  jeder 
Punkt  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  singulären  Punkte  kon- 
jugierter Pol  zu  allen  Punkten  dieser  Geraden  sein;  diese  Ver- 
bindungsgerade wird  daher  selbst  der  Kurve  angehören.  Davon 
überzeugt  man  sich,  ohne  auf  den  vorangehenden  Satz  Rücksicht 
zu  nehmen,  in  folgender  Weise: 

Es  ist: 

-Ta/x  (xi  +  /f/g/)  (xx  +  fisx)  = 

2a«xXf  xx  +fiJSaix§i  xx  +//2;'a/xX/  gx  +fi*^^tx§i  gx 
=  2!iUxXi  Xx. 

Wenn  also  der  Punkt  (xi,  x«,  X3)  auf  der  Kurve  liegt,  so 
gehört  ihr  auch  der  Punkt  (xi  +  fd§i,  x»  -f-^gj,  xs  +^gs)  ^n. 
Somit  zerfällt  die  Kurve  in  gerade  Linien.  Nun  schneidet  jede 
der  Geraden,  aus  denen  unsere  Kurve  besteht,  eine  beliebige 
gerade  Linie  in  einem  Punkte;  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der 
Kurve  ist  also  gleich  der  Zahl  der  Geraden. 

Jede  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  einen  (ein- 
zigen) singulären  Punkt  enthält,  zerfällt  in  ein  Geraden- 
paar. 

6.  Diese  Behauptung  können  wir  auch  auf  einem  andern 
Wege  beweisen.  Wir  beziehen  die  Kurve  auf  ein  Koordinaten- 
dreieck, von  dem  zwei  Seiten  yi  =  0,  y^  =  0  konjugierte  Polare 
sind,  während  die  dritte  Seite  ys  =  0  willkürlich  ist.  Wenn  die 
Gleichung  der  Kurve  in  den  neuen  Koordinaten  ist: 

^btxyi  yx  =  0, 
so   gehen   die   Gleichungen  (2),    weil    der   singulare   Punkt   die 
Koordinaten  (0,  0,  1)  hat,  über  in 

bi5=0,  b,5=0,  b,8=0. 
Es  sollen  aber  auch  die  Punkte  (1,  0,  0)  und  (0,  1,  0)  kon- 
jugierte Pole   in   Bezug    auf  die  Kurve   sein;    daher    mufs   auch 
bi  j  =  0  sein.    Die  Gleichung  nimmt  also  in  den  neuen  Koordi- 
naten die  Gestalt  an: 
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Von  den  beiden  KoefHcienten  bu  und  b,,  darf  keiner  gleich 
null  sein,  weil  sonst  die  sämtlichen  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  verschwänden. 

Wenn  für  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  die  Deter- 
minante verschwendet,  ohne  dafsdie  sämtlichen  Unter- 
determinanten gleich  null  sind,  so  läfstsich  die  Gleichung 
der  Kurve  durch  zwei  Quadrate  darstellen. 

7.  Die  Gleichung  (6)  kann  man  leicht  in  das  Produkt  von 
zwei  linearen  Faktoren  zerlegen;  es  ist  nämlich 

biiy!+b,,y|=  

(yi  ^b,,  +y,  /-  b„)  (y,  >^b,,  -y,  K-  b„). 

Die  rechte  Seite  verschwindet,  wenn  entweder 

y.  V  b"  +  y,  V-'h;,  =  0 

oder 

ist,  wenn  also  der  Punkt  auf  einer  der  beiden  Geraden  liegt, 
welche  durch  diese  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Wir  fassen  die  Resultate  in  folgender  Weise  zusammen: 

Wenn  für  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  die  Deter- 
minante verschwindet,  so  zerfällt  die  Kurve  in  zwei 
gerade  Linien;  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  sin- 
gulare Punkt,  dem  jeder  Punkt  der  Ebene  als  Pol  zuge- 
ordnet ist.  Wenn  zwei  durch  den  Schnittpunkt  gehende 
gerade  Linien  harmonisch  liegen  zu  den  Geraden  des 
Paares,  so  sind  sie  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  die 
Kurve;  zu  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  ist  jedesmal 
die  andere  konjugierte  Polare. 

Übungen: 

1)  Welche  Linienpaare  werden  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen dargestellt? 

a)  3xf  +  2x,x,  -  x|  +  »XjXj  +  9x1  =  0. 

b)  3xf  +  lOx^x,  +  7x|  +  4x^X3  +  «x,x,  +  x|  =  0. 

c)  2xf  —  öxjx,  —  3x|  -f  yxjxj  —  laxjxg  +  10x|  =  0. 
(Indem  man  für  die  linke  Seite  die  Form 

(miXi  +  m,xj  +  msXs)  (n|Xi  +  n|Xt  +  nsXj) 
ansetzt,  sieht  man  sehr  leicht,   welche  Werte    man  den  Koetfi- 
cienten  m  und  n  beilegen  mufs.) 


104  $  16.    Das  Linienpaar. 

2)  Man  zeige,  dafs  die  Determinanten  aus  den  Koefficienten 
der  in  1)  angegebenen  Gleichungen  verschwinden. 

3)  Man  zerlege  die  in  drei  Variabein  homogene  quadratische 
Form  2!2Ltx\i  xx,  für  welche  die  Determinante  aus  den  Koeffi- 
cienten verschwindet,  in  zwei  lineare  Faktoren. 

Wenn  die  Determinante  verschwindet,  aber  ajjag, — aj*, 
von  null  verschieden  ist,  so  kann  man  zwei  Koefficienten  X  und 
fi  in  der  Weise  bestimmen,  dafs  ist: 

ai3=^aii  -\- fiHii,  a28=^a2i  +  fia^, 
aas  =  X^si  +  iwa32  =  -i*a, ,  +  2a//ai  g  +  fi%i. 
Jetzt  setze  man  Vi  =  xi  +  Jlxj,  yg  =  x^  +  ^3;  alsdann  wird 
die  gegebene  Form  gleich 

aiiyf +  2aijy,y, +a,jy|  = 

—  (^nYi  +(ai2>^^iV^^^a7;)y2  j 

4)  Man  stelle  die  Form  2^ixXi  xx  vermittelst  der  Variabehi 
Xi,  X2,  X3  und  der  Koefficienten  au,  ai2,  a^g,  ais,  a23  dar,  nach- 
dem 383  so  bestimmt  ist,  dafs  die  Determinante  verschwindet. 

5)  Man  stelle  die  linken  Seiten  der  in  1)  angegebenen  Glei- 
chungen durch  zwei  Quadrate  dar. 

6)  Man  weise  direkt  nach,  dafs  die  Gleichung  für  jedes 
Geradenpaar  eine  verschwindende  Determinante  hat. 

(Es  sei 
.2^a/xX/  Xx  =  (niiXi  +  mjXg  +  m^xs)  (niX,  +  "«x,  -f  nsXs). 
Dann  folgt 

2aii  =  2mini,  2ai2  =  niiu»  -\-  mgni   u.  s.  w. 
Für  den  Schnittpunkt  (gi,  §2,  &)  der  Geraden  (m)  und  (n)  ist 

migi  +  mjf§2  +  msgs  =  0,  n,g,  +  n^g^  -f-  nsä  =0. 
Somit  ist  auch 
2  (aiigi  +  ai2§2  +  a,3X3)  =  mi  (nigi  +  njg,  +  nsgs) 

-f  n,  (m,§i  +  mjgj  -f-  mjga). 
Daraus  folgen  die  oben  unter  (2)  angegebenen  Gleichungen,  aus 
denen  sich  das  Verschwinden  der  Determinante  ergiebt.) 

7)  Man  zeige  durch  Rechnung,  dafs,  wenn  für  die  Gleichung 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung  die  Determinante  aus  den  Koeffi- 
cienten bei  einem  bestimmten  Koordinatensystem  verschwindet,  die 
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Koefficienten  für  jedes  andere  Koordinatensystem  dieselbe  Eigen- 
schaft haben. 

(Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Satz  über  die  Multiplikation 
zweier  Determinanten.) 

8)  Welche  Verschiedenheit  zeigt  ein  Linienpaar  in  seinen 
Polareigenschaften  von  einer  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung? 

Man  beantworte  folgende  Fragen: 

Hat  jeder  Punkt  in  Bezug  auf  ein  Linienpaar  eine  Polare? 

Können  alle  Gerade  als  Polare  in  Bezug  auf  ein  Linienpaar 
angesehen  werden? 

Hat  eine  Gerade,  falls  sie  Polare  für  ein  Linienpaar  ist,  einen 
einzigen  Pol? 

§17. 
Die  Doppelgerade. 

1.  Wenn  alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  der  Deter- 
minante 

I    an     ai2     ai8 
a2i     a^g     a^s 
'    aai      as,     ajs 
verschwinden,  so  kommen  die  Gleichungen: 

aiigi  +  a,,§i  +  aiags  =0 
(1)     a^ig,  +a„§,  +  a.sgs  =0 
asigi  +  asx^g  +  a33^s  =  0 
auf  eine  einzige  Gleichung  hinaus.     Den   drei  Gleichungen  ge- 
nügen alle  Punkte  einer  geraden  Linie.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden 
befriedigt  die  Gleichung 

^dix\i  §x  =  0 
bei  beliebigen  Werten  von  x,,  x,,  Xj;  er  ist  konjugierter  Pol  zu 
allen  Punkten  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  Kurve 
(2)     2;aixxixx— 0. 
Unter  der  angegebenen   Bedingung  gehört  zur  Kurve  eine 
singulare  Linie,  d.  h.  eine  Gerade,  deren  Punkte  konjugierte  Pole 
zu  allen  Punkten  der  Ebene  sind. 

2.  Gehört  der  Punkt  (x')  der  singulären  Linie  nicht  an,  so 
hat  seine  Polare  die  Gleichung: 

(3)     x,    SmxXm  +  Xje'  2^i»\x  +  Xs   ^^zxXx  =  0. 
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Da  die  drei  Summen  in  dieser  Gleichung  sich  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  so  stellt  sie  bei  jedem 
Werte  (xi  ,  x,',  X3 )  die  singulare  Linie  dar.  Somit  ist  die  sin- 
gulare Gerade  gemeinschaftliche  Polare  für  alle  Punkte  der  Ebene. 

3.  Schon  hieraus  können  wir  schliefsen,  dafs  die  linke  Seite 
der  Gleichung  (2)  das  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  darstellt. 
Der  Gleichung  können  nur  solche  Punkte  genügen,  die  in  ihrer 
Polare  liegen;  die  einzige  Polare  ist  die  singulare  Linie;  also  wird 
die  Gleichung  nur  für  die  Punkte  dieser  Geraden  befriedigt.  Da 
sie  aber  zugleich  vom  zweiten  Grade  ist,  mufs  sie  ein  vollstän- 
diges Quadrat  sein. 

4.  Dasselbe  erkennen  wir  bei  einer  andern  Wahl  der  Koordi- 
naten. Wir  wählen  die  singulare  Gerade  zur  ersten  Seite  yi  =  0 
des  Koordinatendreiecks  und  nehmen  zwei  andere  Gerade  yj  =»  0 
und  ys  ==  0  beliebig  hinzu.  Die  Gleichung  der  Kurve  nimmt 
hierbei  die  Gestalt  an: 

^hixyi  yx  =  0, 

und  die  singulare  Gerade  yi  =  0  mufs  den  Gleichungen  genügen: 

bnyi  +bi8y,  +bi8ys=0 

biiyi  +t>22y8  +b28y3  =0 

bgiys +b3,y8 +b33y3  =0. 

Daher  mufs  bu»  =bi3  =b22  =b28  =b83  =  0  sein  und  die 
Gleichung  (2)  übergehen  in 

b,,yf  =0. 

5.  Wenn  also  die  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  gebildete  Determinante  nicht  nur  selbst 
verschwindet,  sondern  auch  alle  ihre  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  null  sind,  so  stellt  die  Gleichung  eine  Doppelgerade 
dar.  Diese  Gerade  ist  Polare  zu  allen  Punkten  der  Ebene,  und 
zu  jedem  ihrer  Punkte  sind  alle  Punkte  der  Ebene  konjugierte  Pole. 

Übungen: 

1)  Wenn  in  der  Form  (l)  der  Koefficient  an  von  null  ver- 
schieden ist,  aber  alle  Unterdeterminanteii  verschwinden,  so  soll 
der  Ausdruck  in  ein  Quadrat  verwandelt  werden. 

(Setzt  man  ai ,  =  ^ai  1 ,  a»  3  =  ^ai  1 ,  so  kann  man  alle  Koeffi- 
cienten durch  an,  Xy  ft  ausdrücken  und  erhält  die  Darstellung: 
an  (xi  +  X\t  +/WX3)«). 


j 
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2)  Man  wende  diese  Regel  auf  folgende  Bebpiele  an: 

a)  4xf  +  12xjX, +yx}+ 4x1X3 +6x,X3+x}=  0. 

b)  4x;  +  4xix,  +  x|  +  ixjx,  +  fXjXj  +  ix;  =  0. 

3)  a)  Wenn  3l^i  von  null  verschieden  ist,  aber  die  ünter- 
determinanten 

verschwinden,  so  haben  alle  Unterdeterminanten  der  Determinante 
A  den  Wert  null. 

b)  Dasselbe  tritt  ein,  wenn  aj,  von  null  verschieden  ist,  aber 
die  Unterdeterminanten 

^ll^J2  ^12»    ^12^23  ^13^22»    ^1 2^3 3  ~  ^1 8^8 1 

verschwinden. 

c)  Damit  die  Gleichung  2ztxXi  xx  =  0  eine  Doppelgerade 
darstellt,  müssen  zwischen  den  sechs  Koefficienten  drei  Bedingungen 
bestehen. 

(Dies  folgt  aus  a)  und  b),  kann  aber  auch  durch  Vergleichung 
der  Zahl  der  Koefficienten  einer  quadratischen  und  einer  linearen 
Form  bewiesen  werden.) 

§  18. 
Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

1.  In  betreff  der  Determinante 

an      ai2     ais 
(1)        a*!     a22     a^s    j, 
asi     asj     ass 
welche  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  : 

(2)     2'a,xXiXx  =  0 
gebildet  wird,  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Die  Determinante  ist  von  null  verschieden. 
II.  Die  Determinante  verschwindet,  aber  mindestens  eine  ihrer 
Unterdeterminanten  ist  von  null  verschieden. 

III.  Die  sämtlichen  Unterdeterminanten   zweiten  Grades  sind 
gleich  null. 

Hierdurch  wird  auch  eine  naturgemäfse  Einteilung  der  Kurven 
begründet. 

2.  Im  Falle  I  stellt  die  Gleichung   eine   eigentliche  Kurve 
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zweiter  Ordnung  dar.  Jeder  Punkt  der  Ebene  hat  eine  einzige 
Polare,  und  jede  Gerade  kann  zur  Polare  eines  Punktes  gewählt 
werden.  Keine  Gerade  gehört  der  Kurve  ganz  an;  jede  hat  viel- 
mehr mit  ihr  höchstens  zwei  Punkte  gemeinschaftlich.  Ihre  Glei- 
chung läfst  sich  als  Summe  von  drei  Quadraten  darstellen. 

3.  Im  Falle  II  stellt  die  Gleichung  ein  Geradenpaar  dar.  Der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ist  konjugierter  Pol  zu  allen 
Punkten  der  Ebene.  Die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
sind  einander  paarweise  derartig  zugeordnet,  dafs  jede  Gerade 
eines  Paares  die  Polare  zu  allen  Punkten  der  andern  Geraden  ist. 

4.  Endlich  stellt  die  Gleichung  im  Falle  III  eine  Doppel- 
gerade dar.  Zu  jedem  Punkte  dieser  Geraden  sind  alle  Punkte 
der  Ebene  konjugierte  Pole;  sie  selbst  ist  die  Polare  zu  allen  ihr 
nicht  angehörenden  Punkten  der  Ebene. 

5.  Um  eine  weitere  Einteilung  zu  begründen,  stellen  wir  die 
Gleichung  als  Summe  von  Quadraten  dar.  Im  Falle  I  wird  die 
Gleichung  hierdurch 

a^xf +  a2x|+a3x|=0. 

Hier  haben  entweder  alle  drei  Koefficienten  dasselbe  Vor- 
zeichen oder  einer  hat  ein  anderes  Vorzeichen  als  die  beiden 
andern.  Da  wir  aber  auch  den  Einheitspunkt  willkürlich  w^ählen 
können,  so  brauchen  wir  nur  die  Fälle  zu  unterscheiden: 

A)  xf  +x|  +x|  =0. 

B)  xf-f  x|— x|=0. 

H.  Die  Gleichung:  x;-|-x|-l-x|=0  wird  für  keinen  reellen 
Punkt  befriedigt.  Jede  reelle  Gerade  hat  zwei  imaginäre  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein,  und  von  jedem  reellen  Punkte  gehen  zwei 
imaginäre  Tangenten  aus.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  Kurve 
sei  imaginär.  Ein  reeller  Punkt  hat  auch  eine  reelle  Polare 
lind  jede  reelle  Gerade  einen  reellen  Pol;  aber  kein  Pol  liegt  in 
seiner  Polare. 

7.    Dagegen  stellt  die  Gleichung 

xf  +x|  —  xj  =0 
eine   reelle   Kurve   dar,    weil   man    dem  Verhähnis   x^  :  X3    jeden 
Wert  geben  kann,  der  kleiner  als  eins  ist,  und  dazu  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Werte  von  xi  :  X3  findet. 

Jede  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  (0,  0,  1)  geht,  schneidet 
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die  Kurve.    Setzt  man  nämlich  für  Xi  den  Wert  Xi  =  kxt  in  die 
Gleichung  (IB)  ein,  so  wird  die  Gleichung 

{k»  +  l)xj  =  x|. 
woraus  sich  bei  jedem  Werte  von  k  zwei  reelle  Werte  für  das 
Verhältnis  x«  :  xs  ergeben. 

Man  kann  auch  den  Punkt  (0, 0,  1)  mit  einem  Punkte 
(yi>  y«>  ö)  der  Geraden  xs  =0  verbinden;  dann  hat  ein  beliebiger 
Punkt  der  Verbindungslinie  die  Koordinaten  yi,  y,,  o).  Setzt 
man  diese  Werte  in  I B)  ein,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von 
CD  die  Gleichung: 

y?  +y|  =  o>», 

deren  Wurzeln  stets  reell  sind. 

Dagegen  gehen  durch  den  Punkt  (1,  0,  0)  sowohl  schneidende 
als  nichtschneidende  Gerade  hindurch.  Setzt  man  Xs  =  kx,  in 
die  Gleichung  der  Kurve  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

xf+(l-k«)x|=0; 
diese  liefert  für  k  =  ±l  gleiche,  für  k*<.l   imaginäre  und  für 
k*>>l  reelle  Wurzeln. 

Wir  haben  hier  zwei  Punkte  gefunden,  welche  der  Kurve 
gegenüber  ganz  verschiedene  Lage  haben :  durch  den  einen  Punkt 
gehen  nur  schneidende  Linien,  durch  den  andern  auch  nicht- 
schneidende  und  Tangenten.  Von  den  Punkten  der  einen  Art 
können  wir  zu  denen  der  andern  An  nur  dadurch  gelangen,  dafs 
wir  durch  die  Kurve  selbst  hindurchgehen.  Daher  zerfällt  die 
Ebene  der  Kurve  gegenüber  in  zwei  Teile,  das  Innere  und  das 
Äufsere  der  Kurve:  durch  einen  Punkt  des  Innern  gehen  nur 
schneidende,  durch  einen  Punkt  des  Äufsern  auch  nichtschneidende 
und  berührende  Gerade. 

8.  Wir  wollen  dies  direkt  nachweisen.  Ein  Punkt  (§i,  §t,  it) 
sei  so  gewählt,  dafs 

sf  +§|-si<0 
ist.     Diesen  Punkt  verbinde  man   mit  einem  Punkte  {rju  ly,,  0) 
der  Linie  X3  =  0  durch  eine  Gerade.     Damit  ein  Punkt 

(gl  -f  o»'/!,  &  +Oiflif  Si) 
dieser  Geraden  auf  der  Kurve  liegt,  mufs  <o  der  Gleichung 

(gl  +  «>//i  y  +  {§i  +  oni,y-  ii  =  0 

oder  der  Gleichung: 

«>'('yf  +  '?l)  +  2«(ii^i+g»iy,)  +  (§?+g|-g|)  =  0 
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genügen.    Diese  hat  aber  zwei  reelle  Wurzeln,  weil  der  Koefficient 
von  (ö*  positiv,  das  absolute  Glied  aber  negativ  ist. 

9.  Die  Geraden  der  Ebene  zerfallen  der  Kurve  gegenüber  in 
drei  Gruppen,  in  schneidende,  nichtschneidende  und  Tangenten. 
Die  nichtschneidenden  Geraden  gehören  ganz  dem  Äufsern  an; 
die  Tangenten  haben  einen  Punkt  mit  der  Kurve  gemeinschaft- 
lich, während  alle  ihre  übrigen  Punkte  im  Äufsern  liegen;  die 
schneidenden  Geraden  liegen  zum  Teil  im  Innern  und  zum  andern 
Teil  im  Äufsern. 

Von  den  drei  Eckpunkten  eines  Polardreiecks  liegen  jedesmal 
zwei  im  Äufsern  und  einer  im  Innern  der  Kurve;  zwei  seiner 
Seiten  schneiden  die  Kurve,  die  dritte  liegt  in  ihrem  Äufsern. 

10.  Jedes  Geradenpaar  kann  als  Summe  zweier  Quadrate 
dargestellt  werden.  Wir  haben  zu  unterscheiden,  ob  diese  Qua- 
drate dasselbe  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben.  Demnach 
erhalten  wir  die  beiden  Arten: 

II  A)  xf  +  x|  =  0. 
B)  xf  —  x|  =  0. 
Im  Falle  A)   ist   der   singulare   Punkt   (0,  0,  1)   der   einzige 
reelle  Punkt   der  Kurve;    die  Geraden   selbst  sind  imaginär.     Im 
Falle  B)  besteht  die  Linie  aus  den  beiden  reellen  Geraden: 
Xi  +  X2  =  0  und  Xi  —  xt  =  0. 

11.  Hiernach  können  wir  die  Kurven  zweiter  Ordnung  in 
folgender  Weise  einteilen: 

I.  Der  eigentliche  Kegelschnitt. 

A)  Der  imaginäre  Kegelschnitt. 

B)  Der  reelle  Kegelschnitt. 
II.  Das  Geradenpaar. 

A)  Paar  von  imaginären  Geraden. 

B)  Paar  von  reellen  Geraden. 
III.  Die  Doppelgerade. 

Übungen : 

1)  Zu  welcher  der  angegebenen  fünf  Arten  gehören  folgende 
Kurven : 

a)  6x;  +  lOxjX,  -f  6x|  +  SxjXg  +  Sx^x^  -f  3x|  =  0. 

b)  4xf  +  2x,x,  -  2x|  +  4x^X3  --  xf  =  0. 

c)  5x}  +  6xiX,  +  2x}  +  GxjXg  -f  4x,X3  +  2x|  =  0. 
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d)  3xf  —  3x|  +  2X1X3  —  2x,x,  =0. 

e)  4xf  +  4xiX,  +  xj  +  4X1X3  +  2x,X3  +  x»  =  0. 

f)  3xf +3x|-f  3xJ  -2X1X3  -2X1X3  -2x,x,  =0. 
gl  x}  -  x|  —  x|  -  (ixjx,  —  2X1X3  +  2x,x,  =  0. 

h)  xj~2xix,  +x|  +  x|=ü. 

i)   xf  —  2xiX,  +  xj  —  6X1X3  +  6x,Xj  +  xf  ==  0. 

k)  x}  +  xj  —  GX1X3  —  lOxjXg  +  yx»  =  0. 

1)    3xf  +  2xiX,  —  x|  +  8X1X3  +  4x|  =  0. 

m)xf  +4X1X3  +  4xf  +  6X1X3  +  12xjX3  +yx;  =0. 

2)  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dals  die  Gleichung  JSraixXi  xx  =  0  mit  der  Determinante  A  einen 
imaginären  Kegelschnitt  darstellt,  kommen  darauf  hinaus,  dafs  das 
Produkt  au  .  A  und  der  Ausdruck  a,  la^g  — aj',  einen  positiven, 
nicht  verschwindenden  Wert  haben. 

3)  Wenn  zwei  der  drei  Koefficienten  an,  a^j,  ass  ungleiches 
Vorzeichen  haben,  so  stellt  die  Gleichung  entweder  eine  Kurve 
der  Art  I  B)  oder  II  B)  dar. 

4)  Welche  Willkür  besteht  in  der  Wahl  der  neuen  Koordi- 
naten, falls  in  ihnen  nur  die  Quadrate  der  Veränderlichen  vor- 
kommen sollen?  Zeigt  sich  in  dieser  Hinsicht  ein  Unterschied, 
falls  die  Kurve  zweiter  Ordnung  eine  eigentliche  Kurve,  ein  Linien- 
paar oder  eine  Doppelgerade  ist? 

5)  Wenn  die  Determinante  verschwindet,  so  haben  die  Gröfsen 
^11^22  -^1*2»  aj lag 3 —ai23,  a^ jag 3 —a^'g,  soweit  sie  nicht  null 
sind,  dasselbe  Vorzeichen,  und  zwar  das  positive  oder  negative, 
jenachdem  das  Linienpaar  imaginär  oder  reell  ist. 

6)  Für  die  in  1)  angegebenen  eigentlichen  Kurven  suche 
man  Polardreiecke, 

a)  solche,  bei  denen  ein  Eckpunkt  mit  einem  der  Punkte 
1 1,  0,  0)  oder  (0,  1,  0)  oder  (0,  0,  l), 

b)  solche,  bei  denen  eine  Seite  mit  einer  der  gegebenen 
Koordinatenseiten  zusammenfällt. 

7)  Wie  drückt  sich  bei  den  in  1)  enthaltenen  eigentlichen 
reellen  Kurven  die  Bedingung  für  einen  Innenpunkt  aus? 
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§   li). 
Die  Kurven  zweiter  Ordnung  und  die  unendlichferne  Gerade. 

1.  Bei  unsern  bisherigen  Untersuchungen  haben  wir  die  un- 
endlichferne Gerade  in  gleicher  Weise  wie  die  übrigen  geraden 
Linien  behandeh.  In  WirkHchkeit  hat  aber  die  unendlichferne 
Gerade  nur  uneigentliche  Punkte.  Wir  müssen  daher,  wenn  wir 
eine  Kurve  allseitig  charakterisieren  wollen,  ihre  Lage  zur  un- 
endlichfernen Geraden  in  Betracht  ziehen. 

Um  diese  Gerade  auch  äufserlich  zu  bevorzugen,  wählen  wir 
sie  zu  der  einen  Seite  des  Koordinatendreiecks;  wir  ersetzen  also 
nach  §  11,  3  unsere  allgemeinen  durch  Cartesische  Koordinaten, 
die  im  allgemeinen  schiefwinklig  sein  werden.  Da  aber  hierbei 
über  den  Einheitspunkt  in  bestimmter  Weise  verfügt  wird,  können 
wir  nicht  mehr,  wie  wir  im  letzten  Paragraphen  gethan  haben, 
die  Koefficienten  sämtlich  =  ±  1  setzen. 

2.  Da  ein  eigentlicher  imaginärer  Kegelschnitt  (I A)  mit  jeder 
Geraden  zwei  imaginäre  Punkte  gemein  hat,  kann  die  Lage  zur 
unendlichfernen  Geraden  keine  weitere  Einteilung  dieser  Kurven 
begründen.  Der  Darstellung  legen  wir  ein  Polardreieck  zu  Grunde, 
von  dem  eine  Seite  ins  Unendlichferne  fällt;  das  entsprechende 
Cartesische  Koordinatensystem  hat  den  Mittelpunkt  zum  Anfangs- 
punkte und  zwei  konjugierte  Durchmesser  zu  Axen.  In  ihnen 
lautet  die  Gleichung: 

X*        v* 

a-i  +  J-.  +  l=0- 

3.  Einem  reellen  eigentÜchen  Kegelschnitte  gegenüber  zer- 
fallen die  Geraden  der  Ebene  in  drei  Gruppen:  entweder  liegen 
sie  ganz  im  Äufsern  der  Kurve,  oder  sie  berühren  oder  sie 
schneiden  dieselbe.  Dadurch  werden  wir  auf  drei  Arten  von 
eigentlichen  Kegelschnitten  geführt: 

a)  Ellipsen,  welche  von  der  unendlichfernen  Geraden  nicht 
geschnitten  werden, 

b)  Parabeln,  welche  von  der  unendlichfernen  Geraden  berührt 
werden, 

c)  Hyperbeln,  welche  zwei  unendlichferne  Punkte  besitzen. 

4.  Da  die  unendlichferne  Gerade  ganz  im  Äufsern  der  Ellipse 
liegt,  so  lassen  sich  von  jedem  ihrer  Punkte  aus  zwei  Tangenten 
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an  die  Kurve  ziehen;  es  giebt  also  zu  jeder  Richtung  zwei  parallele 
Tangenten.  Als  Pol  einer  aufscrhalb  der  Kurve  gelegenen  Geraden 
liegt  der  Mittelpunkt  im  Innern;  somit  schneidet  jeder  Durch- 
messer in  zwei  getrennten  Punkten.  Wollen  wir  von  der  Glei- 
chung (B)  zu  Cartesischen  Koordinaten  übergehen,  so  müssen 
wir  die  aufserhalb  der  Kurve  liegende  Dreiecksseite  zur  unendlich- 
fernen  Geraden  nehmen;  daher  ist  die  Gleichung  der  Ellipse, 
bezogen  auf  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser: 

X»  V* 

o.  Die  Parabel  wird  von  der  unendlichfernen  Geraden  be- 
rührt. Alle  (eigentlichen)  nach  dem  unendlichfernen  Punkte  ge- 
zogenen Geraden  treffen  die  Kurve  noch  in  einem  eigentlichen 
Punkte.  Es  giebt  also  eine  Richtung  von  der  Art,  dafs  alle  zu 
ihr  parallelen  Geraden  nur  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden. 
Weil  diese  Linien  durch  den  Pol  der  unendlichfernen  Geraden 
gehen,  werden  sie  Durchmesser  genannt.  Der  Pol  eines  Durch- 
messers ist  der  unendlichferne  Punkt  der  in  seinem  Schnittpunkte 
n  die  Kurve  gelegten  Tangente;  alle  zu  dieser  Tangente  parallelen 
sehnen  werden  durch  den  Durchmesser  halbiert. 

Von  jedem  Punkte  der  unendlichfernen  Geraden,  der  von 
ihrem  Berührungspunkte  verschieden  ist,  läfst  sich  noch  eine  zweite 
Tangente  an  die  Kurve  legen;  daher  giebt  es  zu  jeder  Richtung, 
welche  von  der  Durchmesserrichtung  verschieden  ist,  eine,  und 
zwar  eine  einzige  parallele  Tangente  an  die  Parabel. 

Um  in  Cartesischen  Koordinaten  die  einfachste  Form  der 
Gleichung  zu  erhalten,  schreiben  wir  die  Gleichung  (B)  in  der 
Form : 

Xf   =(X5  --X2)(X5  +X<), 

setzen  x,  =  Vi,  x»  +  x»  =  2y,,  xj  —  Xt  =y3,  wodurch  wir  zu 
der  Gleichung  geführt  werden: 

y?=2y,y3. 
Hier   dürfen   wir  die  Tangente  ys  =  0  zur  unendlichfernen 
Geraden  nehmen;  dann  erhalten  wir  in  Cartesischen  Koordinaten 
die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form: 

y«  =  2ax. 
H.  Die  Hyperbel  wird  von  der  unendlichfernen  Geraden  ge- 
schnitten;   die   in   ihren   unendlichfemen   Punkten   an  die  Kurve 
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gelegten  Tangenten  (Asymptoten)  schneiden  sich  im  Mittelpunkte. 
Jede  Parallele  zu  einer  Asymptote  schneidet  die  Kurve  auch  in 
einem  eigentlichen  Punkte. 

Der  Mittelpunkt  liegt  im  Äufsern  der  Hyperbel;  von  deri 
beiden  durch  ihn  gehenden  Seiten  eines  Polardreiecks  schneidet 
die  eine,  während  die  andere  ganz  im  Äufsern  der  Kurve  liegt; 
somit  schneidet  jedesmal  nur  der  eine  von  zwei  konjugierten 
Durchmessern. 

Die  Gleichung  auf  konjugierte  Durchmesser  bezogen  ist: 

a«      b*~ 

7.  Für  das  imaginäre  Linienpaar  haben  wir  zu  unterscheiden» 
ob  der  singulare  Punkt  ein  eigentlicher  Punkt  ist  oder  unendlich- 
fern liegt.  Wollen  wir  im  ersten  Falle  die  Kurve  auf  ein  Car- 
tesisches  Koordinatensystem  beziehen,  so  wählen  wir  zwei  kon- 
jugierte Polare  zu  Axen;  die  Gleichung  wird  also: 

X*  V* 

"A)a):^-.  +  y-,  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  einander  schneidende  imaginäre 
Gerade  dar. 

Wenn  aber  der  singulare  Punkt  unendlich  fern  liegt,  so 
wählen  wir  die  zur  unendlichfernen  Geraden  konjugierte  Polare 
als  eine  Koordinatenaxe;  wir  lassen  mit  andern  Worten  in  der 
Gleichung  II  A)  die  Gerade  xj  =  0  mit  der  unendlichfemen 
Geraden  zusammenfallen;  die  Gleichung  wird  also: 
IIA)b):  x«  +  a«  =  0. 

Die  Kurve  besteht  aus  zwei  imaginären   parallelen  Geraden. 

8.  Die  reellen  Linienpaare  IIB)  zerfallen  in  drei  Arten: 

a)  die  Geraden  des  Paares  schneiden  sich  in  einem  eigent- 
lichen Punkte, 

b)  das  Paar  besteht  aus  zwei  eigentlichen  parallelen  Geraden,. 

c)  die  eine  der  beiden  Geraden  ist  die  unendlichferne  Gerade. 
Die  Gleichung  wird  im  Falle  IIB)a): 

X*         V* 

a»       b«       "* 


im  Falle  IIB)b): 

der  Fall  IIB)  c)  kann  durch  Cartesische  Koordinaten  nicht  dar- 


x«  =  a«; 
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gestellt  werden ;  indem  wir  aber  unter  x  =  0  eine  eigentliche  und 
unter  p  =  0  die  unendlichfeme  Gerade  verstehen,  dürfen  wir  der 
Gleichung  die  Form  geben; 

xp  =  0. 

9.  Für  die  Doppelgerade  haben  wir  nur  zu  unterscheiden, 
ob  sie  eine  eigentliche  oder  die  unendlichferne  Gerade  ist. 

10.  Demnach  erhalten  wir  folgende  Einteilung  der  Kurven 
zweiter  Ordnung: 

lA)  Der  imaginäre  eigentliche  Kegelschnitt, 
IB)  a)  Ellipse, 

b)  Parabel, 

c)  Hyperbel. 

IIA)  a)  Paar  von  schneidenden  imaginären  Geraden, 

b)  Paar  von  parallelen  imaginären  Geraden, 
II B)  a)  Paar  von  schneidenden  reellen  Geraden, 

b)  Paar  von  parallelen  reellen  Geraden, 

c)  Verbindung  der  unendlichfernen  mit  einer  eigent- 
lichen Geraden. 

III  a)  Eine  eigentliche  Gerade, 
b)  die  unendlichferne  Gerade. 

Übungen : 

1)  Welche  unter  den  elf  verschiedenen  Arten  von  Kurven 
zweiter  Ordnung  haben  unendlichviele,  zwei,  einen,  keinen  Punkt 
im  Unendlichfernen? 

2)  Wenn  X3=0  die  unendlichferne  Gerade  ist,  wie  lautet 
die  Bedingung,  dafs  die  Kurve  2:aixXiXx=0  unendlichviele, 
zwei,  einen  oder  keinen  unendlichfernen  Punkt  besitzt? 

3)  Indem  man  wieder  die  Gerade  (0,  0,  1)  mit  der  unendlich- 
fernen  Geraden  zusammenfallen  läfst,  soll  für  die  in  §  18,  Üb.  1) 
angegebenen  Kurven  angegeben  werden,  zu  welcher  Art  sie  ge- 
hören. 

4)  Wann  stellt  unter  derselben  Annahme  die  Gleichung 
2:a,xx«xx=0  eine  Hyperbel,  eine  Parabel,  eine  Ellipse  oder 
einen  imaginären  Kegelschnitt  dar? 

(In  allen  diesen  Fällen  mufs  die  Determinante  von  null  ver- 
schieden sein;  für  eine  Hyperbel  ist  aua,,  — aj«,  negativ,  für 
eine  Parabel  gleich  null,  für  die  beiden   andern  Kurven  positiv; 

8* 
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bei  einer  Ellipse  ist  aufserdem  ai  i  A  negativ,  bei  einer  imaginären 
Kurve  positiv.) 

5)  Wenn  von  einer  Parabel  ein  Durchmesser,  die  Tangente 
in  ihrem  Endpunkte  und  ein  weiterer  Punkt  gegeben  sind,  so 
soll  man  in  diesem  Punkte  die  Tangente  an  die  Kurve  legen. 

6)  Die  Polare  zu  einem  Punkte,  der  auf  einer  Asymptote 
einer  Hyperbel  liegt,  ist  zu  dieser  Geraden  parallel. 

7)  Auf  jeder  Parallelen  zu  einer  Asymptote  einer  Hyperbel 
wird  die  Strecke  zwischen  einem  ihrer  Punkte  und  seiner  Polaren 
durch  den  Schnittpunkt  mit  der  Kurve  halbiert;  mit  andern  Worten: 
Zieht  man  durch  einen  Punkt  die  Parallele  zu  einer  Asymptote 
einer  Hyperbel,  so  liegt  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der 
Kurve  mitten  zwischen  dem  gegebenen  Punkte  und  seinem  in 
dieser  Geraden  enthaltenen  konjugierten  Pole. 

8)  Wie  lautet  der  vorstehende  Satz  für  eine  Parabel? 

Ü)  Eine  Sehne,  welche  durch  einen  Punkt  parallel  zu  der 
Polare  desselben  gezogen  ist,  wird  in  ihm  halbiert. 

10)  Jede  Strecke,  welche  zwischen  zwei  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Tangenten  liegt  und  zur  Berührungssehne  parallel 
ist,  wird  von  dem  nach  diesem  Punkte  führenden  Durchmesser 
halbiert. 

§  20. 

Die  Kurven  zweiter  Klasse. 

1.  Wir  untersuchen  diejenige  Kurve,  welche  von  allen  Ge- 
raden berührt  wird,  deren  Koordinaten  (ui,  u^,  Uj)  der  Gleichung 
genügen : 

(l)   A^iuf  +  A,,u|  +  A«3U|  +  2A,,UiU,  +2A18U1U3 

-I-2A23UJU3  =0. 
Indem  wir  wieder  annehmen,  dafs 

Aij}  =»  Aji,   Ais  «=»  Asi,   Ajs  *"  A3J 
ist,  können  wir  die  Gleichung  (1)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(2)     2:A/xUiUx— 0 
(1,  X  =  1,  2.  3). 

Jede  Kurve,  deren  Tangenten  einer  solchen  Gleichung  ge- 
nügen, nennen  wir  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Die  Gleichung  (l)  kann  noch  in  anderer  Weise  gedeutet 
werden.    Man  nehme  an,  eine  gerade  Linie  (u)  bewege  sich  so, 
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dafs  ihre  Koordinaten  in  jeder  Lage  der  Gleichung  (l)  genügen; 
dabei  möge  ein  Teil  der  Ebene  mit  Geraden  (u)  angefüllt  werden, 
der  andere  Teil  aber  nicht;  die  gemeinsame  Grenze  beider  Teile 


gegen  einander  bildet  die  Kurve,  an  welche  alle  Geraden  (u) 
Tangenten  sind;  wir  sagen,  diese  Kurve  werde  durch  die  Glei- 
chung (1)  in  Linienkoordinaten  dargestellt. 

2.  Soll  die  Gerade  (u)  eine  Tangente  der  Kurve  sein,  so 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

A,iUi'2  -h  AiiUi^  +  A38U3'*  +  2A12U,'  u,'  +  2AijU,'  uj' 

+  2A28Uj'Us'  =  0. 

Wenn  hier  die  Koordinaten  u/,  U2',  U3'  bekannt  sind,  so 
stellt  die  vorstehende  Gleichung  eine  homogene  lineare  Beziehung 
zwischen  den  sechs  Koefficienten  An  ....  Ajs  dar.  Durch  fiinf 
solche  Beziehungen  sind  uns  die  Verhältnisse  dieser  Koefficienten 
gegeben.  Demnach  können  wir,  indem  wir  von  ganz  speciellen 
Lagen  absehen,  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Kurve  zweiter  Klasse  ist  durch  fünf  Tangenten 
eindeutig  bestimmt. 

3.  Gehen  wir  zu  einem  andern  homogenen  Koordinaten- 
systeme (vi.  Vi,  V3)  über,  so  müssen  wir  die  ursprünglichen 
Koordinaten  Ui,  Ug,  U3  durch  homogene  lineare  Ausdrücke  invi, 
vg,  vs  ersetzen.  Demnach  ist  auch  die  Gleichung  in  den  neuen 
Koordinaten  homogen  vom  zweiten  Grade;  sie  hat  die  Form: 

(3)    2:BixWiWx^0, 

4.  Um  diejenigen  Tangenten  zu  bestimmen,  welche  durch 

den  Punkt  V3  =  0  hindurchgehen,  haben  wir  in  der  Gleichung  (3) 

vj  —  0  zu  setzen.     Dann  ergiebt  sich  das  Verhältnis  v,  :  Vt  aus 

der  Gleichung: 

B.^vf4-2B,,v.v, +  B„v|-0. 
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Für  dies  Verhältnis  erhalten  wir  also  zwei  (reelle  oder  ima- 
ginäre oder  zusammenfallende)  Werte.  Da  wir  aber  den  Punkt 
v.i==0.ganz  willkürlich  in  der  Ebene  wählen  können,  so  gilt 
das  gefundene  Ergebnis  für  alle  Punkte  der  Ebene.  Durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  gehen  im  allgemeinen  zwei  Tangenten  der 
Kurve. 

5.  Zu  diesem  Satze  gelangen  wir  auch  auf  folgendem  Wege. 
Es  seien  (u)  und  (u")  zwei  beliebige  Gerade  der  Ebene;  dann 
hat  jede  dritte  Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
ersten  hindurchgeht,  Koordinaten,  welche  den  Gröfsen 

(4)       Ui'  +  CÖUi",    Ui'+OOUi'y    Us'  +  ft>Uj" 

proportional  sind.  Soll  diese  neue  Gerade  eine  Tangente  an  die 
Kurve  sein,  so  mufs  die  Gleichung  (1)  erfüllt  werden,  wenn  man 
in  ihr  die  Koordinaten  Ui,  u^,  u^  der  Reihe  nach  durch  die  Werte 
(4)  ersetzt.  Dadurch  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Gröfse  a> 
eine  Gleichung  zweiten  Grades: 

oj^  2JAix  Ui "  Ux  +  (o  ^Aix  Ui '  Ux"  +  (o  UAix  Ui "  Mx 
+  JS'AixUi'ux'^O. 

Nun  ist  2^A/xU('ux"  =  2^AfxU/"ux';  also  können  wir  die 
vorstehende  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

(5)     Q?«  ^kix  Uf "  Ux "  +  2a?  ^hix  \Xi '  Ux"  +  ^Aix  U/  Wx  =  0. 

Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  können  durch 
den  Schnittpunkt  im  allgemeinen  zwei  Tangenten  gelegt  werden. 

Die  soeben  aufgestellte  Definition  der  Kurven  zweiter  Klasse 
stimmt  also  mit  der  oben  (§  14,  10)  gegebenen   überein. 

6.  Wenn  co,  und  oj^,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5)  sind, 
so  stellt  der  Quotient  ö?,  :  cOi,  das  Doppelverhältnis  der  beiden 
gegebenen  Geraden  (u)  und  (u")  zu  den  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehenden  Tangenten  dar.  Wir  sagen,  zwei  gerade  Linien  seien 
konjugierte  Polare  einer  Kurve  zweiter  Klasse,  wenn  sie  har- 
monisch liegen  zu  den  beiden  von  ihrem  Schnittpunkte  ausgehenden 
Tangenten  an  die  Kurve.  Sollen  die  Geraden  (u )  und  (u")  kon- 
jugierte Polare  sein,  so  müssen  die  Wurzeln  a>i  und  co<  der 
Gleichung  (5)  der  Bedingung  genügen: 

C0i  :  <o<  «»  —  1   oder   C0|  -(-  co<  —  0. 


Nun  ist  a?i  +  co,  —  — 


2?  A<;f  Ui'  Mx" 


S  20.     Die  Kurven  «weiter  Klasse.  11» 

Damit  also  die  Geraden  (u')  und  (u )  konjugierte 
Polare  von  einander  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  sind, 
mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

(G)     JS:A/xU,'u,'  — 0. 

7.  Zu  der  gegebenen  Geraden  (u)  sind  diejenigen  Geraden 
<u)  konjugierte  Polaren,  welche  der  Gleichung  genügen: 

(7)     2:Ai;e  ui'ux  '^O, 

Diese  Gleichung,  welche  auch  in  der  Form  geschrieben 
werden  kann: 

(8)  U|  i: A,  X  ux'  +  u^  2; A,x  Ux'  +  Us  2: Asx  Ux'  =»  0, 
ist  homogen  linear  in  den  veränderlichen  Koordinaten  Ug,  u,,  u»; 
sie  stellt  daher,   wenn   die  Koefficienten   von   Ui,   u^,   Us   nicht 
sämtlich  verschwinden,   einen   Punkt  dar.     Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Die  Polaren  zu  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Kurve  zweiter  Klasse  gehen  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Pol  der  gegebenen  Geraden. 

Wir  unterscheiden  hier  den  Pol  einer  gegebenen  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  Kurve  zweiter  Klasse  vom  Pol  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  eine  Kurve  zweiter  Ordnung:  im  ersten  Falle  ist 
der  Pol  der  Ort  aller  zur  gegebenen  Geraden  konjugierten  Po- 
laren; im  zweiten  Falle  ist  die  Polare  der  Ort  aller  zum  gegebenen 
Punkte  konjugierten  Pole.  Wir  werden  später  nachweisen,  dafs 
jedesmal,  wenn  die  Kurve  zugleich  von  der  zweiten  Ordnung 
und  der  zweiten  Klasse  ist,  auch  Pol  und  Polare  in  gleicher  Weise 
zusammengehören. 

8.  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  drei  Koefficienten  von  U| , 
uj,  Us  in  der  Gleichung  (8)  für  keinen  Wert  (u')  verschwinden, 
besteht  darin,  dafs  die  Determinante 

An     Aj^     Ai3 
(9)        A,i     A,j     A,8 

"31        ^82        ^88 

von  null  verschieden  ist.  Wir  wollen  diese  Voraussetzung  den 
zunächst  folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  legen  und  sagen, 
in  diesem  Falle  werde  durch  die  Gleichung  (1)  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Klasse  dargestellt. 

9.  Soll  der  Punkt 

yiUi  +yiu,  +y,U5— 0 
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der  Pol  der  Geraden  (u)  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  sein,  so 
müssen,  wie  der  Vergleich  mit  (8)  zeigt,  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

AtiUi  +  A,8U2'  + A,3Us'«()y, 
A,jUi'  + AäjUj'  +  A,3U3'  =  ()y8 
Asiu/  +  AitUi'  +  AjsUa'  =»  pyj. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich,  nachdem  yi,  y«,  yj  und 
Q  beliebig  gewählt  sind,  die  Gröfsen  u/,  u^',  Us'  eindeutig  be- 
stimmen, wofern  die  Determinante  (9;  von  null  verschieden  ist. 
Die  Verbindung  von  7.  mit  diesem  Ergebnisse  führt  zu  dem  Satze: 

In  Bezug  auf  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse 
gehört  zu  jeder  Geraden  der  Ebene  ein  einziger  Pol 
und  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  einzige  Polare. 

10.  Wie  für  die  Kurven  zweiter  Ordnung  gelten  auch  hier 
die  Sätze: 

Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt,  so  bewegt  sich  der 
Pol  auf  einer  Geraden,  der  Polare  des  Punktes. 

Wenn  vier  Gerade  einem  Büschel  angehören,  so  liegen  ihre 
Pole  in  gerader  Linie;  das  Doppelverhältnis  der  Geraden  ist  gleich 
dem  ihrer  Pole. 

11.  Für  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  giebt  es  keine 
zwei  verschiedene  Gerade  (u )  und  (u),  deren  Koordinaten  den 
drei  Gleichungen  genügen: 

^Atx  ut '  ux"  =»  0,  2Aix  ui '  ux '  =»=  0,  ^Aix  ut "  ux"  =»  0. 
Denn  aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt  die  weitere  Gleichung: 

2 Am  {\lt '  +  ^Ux")  (Ux'  +  VWx)  =»  0, 
welche  aussagt,  dafs  bei  beliebigen  Werten  von  fi  und  v  jede 
Gerade  (u'  4- 1*^')  '^^  jeder  Geraden  (u'  -f  v\i')  konjugierte  Polare 
ist;  daher  kann  in  diesem  Falle  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
(u'j  und  (u")  nicht  eine  einzige  Polare  besitzen,  sondern  mufs 
alle  Geraden  (u'  -f  ^u")  zu  Polaren  haben.  Da  aber  in  Bezug  aut 
eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  jeder  Pol  eine  einzige  Po- 
lare besitzt,  so  gilt  der  Satz: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  kann  nicht 
von  allen  Geraden  berührt  werden,  welche  durch  einen 
festen  Punkt  gehen. 
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12.  Wenn  die  Gerade  (u )  eine  Tangente  der  Kurve  (1)  ist, 
wenn  also  die  Gleichung  besteht: 

(10)  2:Aixu/u,'  — 0, 

so  kann  man  die  Gerade  (u  )  so  wählen,  dais  die  Gleichung  be- 
friedigt wird: 

(11)  2:Aixu/ux'  — 0. 

Jetzt  kann  die  Gleichung  (5),  da  der  KoefHcient  von  <d*  für 
eine  eigentliche  Kurve  nicht  verschwinden  kann,  nur  bestehen, 
wenn  w  =« 0  ist.  Durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  (u)  und 
u  )  geht  nur  eine  einzige  Tangente,  nämlich  die  Gerade  (u); 
dieser  Punkt  gehört  der  Kurve  an,  er  ist  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  (u'^  Demnach  stellt  die  Gleichung  (II)  die  Be- 
dingung dafür  dar,  dafs  die  Gerade  (u  )  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Tangente  (u')  geht,  oder  der  Pol  einer  Tangente 
ist  mit  ihrem  Berührungspunkte  identisch. 

13.  Hiernach  kann  man  die  in  §  14,  4  und  5  angestellte 
Betrachtung  auf  die  Kurven  zweiter  Klasse  übertragen.  Es  seien 
a  und  b  die  beiden  von  einem  Punkte  Ji  ausgehenden  Tangenten 
an  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse;  a  sei  der  Berührungs- 
punkt von  a,  ß  der  von  b.  jede  Gerade  durch  a  ist  konjugierte 
Polare  zu  a,  und  jede  Gerade  durch  ^  konjugierte  Polare  zu  b. 
Daher  sind  die  Geraden  a  und  b  Polaren  zu  der  Geraden  o^, 
oder  der  Punkt  ji  ist  Pol  der  Geraden  aß. 

Wenn  umgekehrt  eine  beliebige  Gerade  p  mit  der  Kurve 
einen  Punkt  a  gemein  hat,  so  ist  die  in  «  an  die  Kurve  gelegte 
Tangente  a  Polare  zu  p;  sie  mufs  also  durch  den  Pol  x  der 
Geraden  p  gehen. 

Durch  den  Punkt  jr  gehen  also  diejenigen  Geraden,  von 
denen  die  Kurve  in  ihren  Schnittpunkten  mit  p  berührt  wird. 
Da  aber  von  x  nur  zwei  Tangenten  der  Kurve  ausgehen,  so  hat 
auch  die  Gerade  p  nur  zwei  Punkte  mit  der  Kurve  gemeinschaft- 
lich.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse  ist  auch  von 
der  zweiten  Ordnung. 

Die  vorstehende  Betrachtung  ist  unabhängig  davon,  ob  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  p  mit  der  Kurve  reell  oder  imaginär 
sind.  Demnach  entspricht  für  eine  eigentliche  Kurve  zweiter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse  einem  jeden  Punkte  als  Pol  dieselbe 
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Gerade  als  Polare  und  einer  jeden  Geraden  als  Polare  derselbe 
Punkt  als  Pol,  mag  man  die  Kurve  als  eine  von  der  zweiten 
Ordnung  oder  von  derselben  Klasse  auffassen. 

14.  Wenn  die  Gerade  (u')  Tangente  an  die  Kurve  (1)  ist, 
ihre  Koordinaten  also  der  Gleichung  (10)  genügen,  so  stellt  die 
Gleichung  (7)  ihren  Berührungspunkt  dar.  Die  Koordinaten  Xi, 
x»,  Xs  dieses  Punktes  sind  den  Koefficienten  von  Ui,  u«,  Uj  in 
(7)  proportional.     Daher  mufs  sein: 

AiiUi'  + AijUg-l- Ai8U8'=-(^Xi 

(12)  A^iUi'  +  AaaU^'  +  A^gUg  =()Xj 

AgjUi'     +    Ajj^UZ    +    AjjgUg        ==()X3. 

Weil  wir  die  Determinante  (9)  als  von  null  verschieden 
voraussetzen,  können  wir  aus  diesen  Gleichungen  Uj',  u,',  Ug' 
berechnen,  sobald  wir  q,  Xj,  x^,  x.  gegeben  denken.  Indem  wir 
die  Determinante  (9)  mit  a  und  die  zu  Aix  gehörende  Unter- 
determinante mit  aix  bezeichnen,  folgt  aus  (12): 

aUi'==(>(Xiaii  +x^a^^  +x^a^^) 

(13)  au^'  =-Q{x^a^^+x.^a^^  +X3a3  2) 

Der  Punkt  (x)  mufs  aber  in  der  Tangente  (u')  liegen;  daher 
mufs  die  Gleichung  bestehen: 

(14)     XjUj' +  XgUj '  + X3U3  =  0. 
Indem   wir   in   diese   Gleichung   die  Werte   (13)   einsetzen, 
wird  die  Gleichung  der  Kurve  in  Punktkoordinaten: 
(15)     2mxXiXx=='0. 
Wir  können  aber  auch  die  Gleichungen   (12)  und  (14)  als 
vier  homogene  lineare  Gleichungen  in  den  Gröfsen  u/,  u<',  u^', 
—  Q  auffassen.     Damit  diese   mit   einander  bestehen,   mufs   die 
Bedingung  erfüllt  sein: 

1  All  A12  Ajj  X 
A,,  A,j  A,3  X 
Asi  Aj,  Agg  X 
Xj  Xg  Xg  0  I 
Jede  der  beiden  Gleichungen  (15)  und  (ll>),  die  sich  nur 
durch  die  äufsere  Form  unterscheiden,  stellt  die  Bedingung  dar, 
welcher  die  Koordinaten  (xi,  x*,  Xj)  eines  Punktes  genügen 
müssen,  damit  derselbe  der  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten 
Kurve  angehört. 


(16) 


—  0. 
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15.  Auf  die  Theorie  der  Polardreiecke  wollen  wir  nicht 
nochmals  eingehen;  wir  möchten  aber  wenigstens  darauf  hin- 
weisen, wie  leicht  sich  manche  Sätze  über  konjugierte  Durch- 
messer aus  der  Tlieorie  der  konjugierten  Polaren  ergeben.  Es 
wird  genügen,  diese  Sätze  in  einer  Form  auszusprechen,  bei 
welcher  diese  Beziehung  besonders  deutlich  hervortritt. 

Die  Berührungspunkte  zweier  Tangenten,  welche  einem  Durch- 
messer parallel  sind,  liegen  auf  dem  konjugierten  Durchmesser. 

Zwei  einander  schneidende  Tangenten  liegen  harmonisch  zu 
dem  nach  ihrem  Schnittpunkte  gezogenen  Durchmesser  und  der- 
jenigen durch  den  Schnittpunkt  gelegten  Geraden,  welche  zu  dem 
konjugierten  Durchmesser  parallel  ist. 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  demjenigen  Durchmesser  parallel, 
welcher  zu  dem  hindurchgehenden  Durchmesser  konjugiert  ist. 

Übungen: 

1)  a)  Wenn  die  Determinante  aus  den  Koefticienten  der 
Gleichung  ÜZixXi  xx  =  0  nicht  verschwindet,  und  wenn  Aix  den 
Koefficienten  von  a/x  in  dieser  Determinante  darstellt,  so  ist  auch 
die  Determinante  aus  den  Koefficienten  der  Gleichung  JfAix  u<ux  —  0 
von  null  verschieden.  Man  soll  diesen  Satz  einmal  aus  den  Eigen- 
schaften der  Kurven  zweiter  Ordnung  erschliefsen  und  dann  direkt 
mit  Hilfe  der  Determinanten  beweisen. 

b»  Man  stelle  die  Gleichung  der  Kurve  23Lix\i  xx  =  0  in 
Linienkoordinaten  dar  und  gehe  von  der  neuen  Gleichung  wieder 
zu  Punktkoordinaten  zurück.  Wie  läfst  sich  beweisen,  dafs  man 
jetzt  die  ursprüngliche  Gleichung  wieder  erhält? 

2)  Je  zwei  Seiten  eines  Polardreiecks  sind  konjugierte  Polare 
in  Bezug  auf  die  Kurve. 

3)  a)  Die  Diagonalen  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschrie- 
benen Vierseits  bilden  ein  Polardreieck  desselben. 

b)  Die  Diagonalen  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen 
Parallelogramms  sind  konjugierte  Durchmesser  der  Kurve. 

4)  a)  Einem  Dreieck  sei  ein  Kegelschnitt  einbeschrieben ;  man 
konstruiere  auf  jeder  Seite  zu  den  Eckpunkten  und  dem  Berüh- 
rungspunkte den  vierten  harmonischen  Punkt  und  untersuche  die 
Lage  der  drei  so  erhaltenen  Punkte. 

b)   Man   weise   nach,   da(s   die  Verbindungslinien   je   eines 
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Eckpunktes  mit  dem  Berührungspunkte  der  Gegenseite  durch  einen 
Punkt  gehen. 

5)  a)  Die  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Dreieck  den  Punkten 
einer  Geraden  zugeordneten  Harmonikaien  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt, der  dem  Dreiecke  einbeschrieben  ist.  Der  Berührungs- 
punkt einer  Seite  ist  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  jedesmal 
in  Bezug  auf  ihre  Endpunkte  harmonisch  zugeordnet. 

b)  Welche  Gleichung  hat  dieser  Kegelschnitt  in  Punktkoordi- 
naten, falls  man  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  Koordinatenaxen  und 
die  Gerade  zur  Einheitsgerade  wählt? 

c)  Wenn  die  Gerade  ins  Unendlichferne  rückt,  so  berührt 
der  Kegelschnitt  jede  Seite  in  ihrer  Mitte;  der  Mittelpunkt  der 
Kurve  fällt  mit  dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  zusammen. 

§  21. 
Einteilung  der  Kurven  zweiter  Klasse. 

1.    Die  durch  die  Gleichung 

(l)     SAtxUtUx^O 
dargestellte  Kurve  zweiter  Klasse  ist  auch  von  der  zweiten  Ord- 
nung, falls  die  Determinante 


(2) 


Aji     Ai2     Aj3 
Agi     Agj     Ajg 

Agl  Ag,  Agg 


von  null  verschieden  ist.  Da  die  Kurve  somit  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  ist,  brauchen  wir  auf 
ihre  Theorie  nicht  nochmals  einzugehen. 

2.  Wenn  aber  die  Determinante  (2)  verschwindet,  ohne  dafs 
ihre  sämtlichen  Unterdeterminanten  den  Wert  null  haben,  so  giebt 
es  ein  Wertsystem  r»,  Tg,  ts,  welches  den  drei  Gleichungen 
genügt: 

AllTl-f  AijTj+AigTg—  0 

(3)  AjjTi+AjjTj+AjgTg—  0 

As  1^1     +   Ag,T,    +  AggTg    —»0. 

Die  verschiedenen  Wertsysteme,  durch  welche  diese  drei 
Gleichungen  befriedigt  werden,  unterscheiden  sich  nur  durch  einen 
konstanten  Faktor;  sie  stellen  also  als  Linienkoordinaten  betrachtet 
dieselbe  Gerade  dar.     Die  Gleichung 
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(4)  2:A,,UiT*— 0 

wird  für  alle  Wertsysteme  u,,  u,,  Us  befriedigt;    die  Gerade  (r) 
ist  konjugierte  Polare  zu  allen  Geraden  der  Ebene  und  heiist  aus 
diesem  Grunde  die  singulare  Gerade  der  Kurve  (l). 
Für  jede  andere  Gerade  (u')  stellt  die  Gleichung 

(5)  2'A,xUiUx'  — 0 

einen  Punkt  dar;  alle  geraden  Linien  mit  Ausnahme  der  singu- 
lären  Geraden  haben  einen  Pol.  Zu  einer  solchen  Geraden  sind 
nur  diejenigen  geraden  Linien  konjugierte  Polare,  welche  durch 
den  Pol  gehen. 

Da  die  Gleichung  (5)  befriedigt  wird,  wenn  man  die  Koordi- 
naten Ui,  Ui,  Us  durch  r,,  r^,  T3  ersetzt,  so  liegt  der  Pol  einer 
jeden  Geraden  auf  der  singulären  Linie.  Der  Pol  einer  beliebigen 
Geraden  ist  der  Punkt,  in  welchem  irgend  eine  Polare  der  Geraden 
die  singulare  Gerade  trifft. 

3.  Sind  (u)  und  (u")  zwei  konjugierte  Polare  der  Kurve  (1) 
und  (t)  ihre  singulare  Gerade,  so  gelten  die  Gleichungen: 

i' Aix  Ui  '  U/  =«  0,    2Aix  Ui'  Tx  ==«  0,    üAtx  Ui   Tx  «—  0, 
üAixTi  Tx  =0. 

Demnach  wird  auch  die  Gleichung  befriedigt: 
JSAix  (Ui    +  flTi)  (Ux    +  ^'^«)  =*  ^• 

Wenn  also  die  Geraden  (u')  und  (u)  konjugierte  Polare  der 
Kurve  sind,  so  sind  auch  bei  beliebigen  Werten  von  ft  und  v  die 
Geraden  (u'  +  ^r)  und  (u  +  vt)  konjugierte  Polare.  Wird  die 
singulare  Gerade  von  der  Geraden  (u'j  in  fi  und  von  der  Geraden 
(u)  in  ft  geschnitten,  und  sind  (u')  und  (u  )  konjugierte  Polare, 
ist  auch  jede  durch  fi  gelegte  Gerade  konjugierte  Polare  zu 
jeder  durch  fi  gehenden  Geraden.  Indem  wir  die  beiden  Punkte, 
in  denen  die  singulare  Gerade  von  zwei  konjugierten  Pobren 
geschnitten  wird,  als  konjugierte  Pole  der  Kurve  bezeichnen, 
können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  eine  Kurve  zweiter  Klasse  eine  singulare 
erade  hat,  so  lassen  sich  die  Punkte  dieser  Geraden 
einander  paarweise  so  als  konjugierte  Pole  zuordnen, 
dafs  jede  durch  den  einen  Punkt  gehende  Gerade  kon- 
jugierte Polare  ist  zu  jeder  geraden  Linie,  welche  durch 
den  andern  Punkt  gelegt  werden  kann. 


I 
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4.  Die  soeben  durchgeführte  Betrachtung  ändert  sich  nicht, 
wenn  man  die  Geraden  (u')  und  (u)  zusammenfallen  läfst,  mit 
andern  Worten,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Gerade  (u)  eine 
Tangente  der  Kurve  ist.  Dann  ist  jede  andere  Gerade,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  von  (u)  mit  der  singulären  Geraden  geht, 
ebenfalls  eine  Tangente  der  Kurve.  Da  aber  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  Tangente  der  Kurve  gehen,  so 
giebt  es  auf  der  singulären  Geraden  zwei  Punkte  von  der  Art, 
dafs  jede  durch  eine  von  ihnen  gelegte  Gerade  als  Tangente  zu 
betrachten  ist.  Dies  sind  aber  die  einzigen  Pole,  welche  in  ihre 
Polaren  hineinfallen,  oder  die  einzigen  Punkte  der  Kurve.  Die 
Gleichung  (l)  stellt  also  unter  der  Annahme,  dafs  die  Determi- 
nante (2)  den  Wert  null  hat,  ein  Punktepaar  dar. 

5.  Um  der  Gleichung  unter  dieser  Voraussetzung  die  ein- 
fachste Gestalt  zu  geben,  nehmen  wir  die  singulare  Gerade  zur 
Seite  (0,0, 1)  des  Koordinatendreiecks  und  lassen  die  beiden  andern 
Seiten  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  die  Kurve  sein.  Dann 
müssen  die  Gleichungen  (3)  für  tj  =  0,  r»  =  0,  rj  =  1  befriedigt 
sein  oder  es  mufs  A13  =  A^a  =  Asj  ==  0  sein.  Die  Geraden 
(1,  0,  0)  und  (0,  1,  0)  sind  aber  nur  dann  konjugierte  Polare  von 
einander,  wenn  A12  =  0  ist.    Daher  ist  die  Gleichung  der  Kurve: 

(6)  A,,uf -f  A,,u|«0. 
Aus  dieser  Gleichung,  deren  linke  Seite  als  Produkt  von 
zwei  linearen  Ausdrücken  dargestellt  werden  kann,  geht  unmittel- 
bar hervor,  dafs  die  Kurve  aus  zwei  Punkten  besteht.  Die  weitere 
Einteilung  ist  so  einfach,  dafs  sie  hier  nicht  durchgeführt  zu  werden 
braucht. 

6.  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dafs  alle  Unterdeterminanten 
zweiten  Grades  der  Determinante  (2)  verschwinden.  Alsdann 
unterscheiden  sich  die  drei  Formen 

AiiUi  +  Ajju,  +  A13U3 

A,i"i  +  Aj,u,  +  AjgUg 

Asi^i  +  AgjU,  +  AggUj 

nur  durch  einen  konstanten  Faktor.    Wenn  also  etwa  die  Koeffi- 

cienten  Au,  Ai«,  A13  nicht  sämtlich  gleich  null  sind,  so  ist  jede 

Gerade,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  genügen: 

(7)  AijUi  +  AjjU,  +  A^gU,  —0, 
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eine  singulare  Gerade  und  als  solche  zu  allen  Geraden  der  Ebene 
konjugiert.     Jede  andere  Gerade  (u)  hat  zum  Pol  den  Punkt 

Ui'  JSA,;f  ux  +  u<  £AtxUx  +  Us'  2'Aj*u*  —  0, 
.\lso  den  Punkt  (7).    Nur  dieser  Punkt  wird  durch  die  Gleichung 
1)  dargestellt,   indem   ihre  linke  Seite  bis  auf  einen  konstanten 
Haktor  das  Quadrat  der  linken  Seite  von  (7)  ist. 

8.  Hiernach  zerfallen  die  Kurven  zweiter  Klasse  in  folgende 
.Arten : 

1.  Eigentliche  Kurven. 
II.  Das  Punktepaar. 

A)  Ein  Paar  imaginärer  Punkte; 

a)  die  Verbindungslinie  ist  eine  eigentliche  Gerade; 

b)  die  Verbindungslinie  ist  die  unendlichferne  Gerade. 

B)  Die  Punkte  des  Paares  sind  reell; 

a)  beide  Punkte  sind  eigentliche  Punkte; 

b)  ein  Punkt  ist  ein  eigentlicher,  der  andere  ein  un- 
endlichferner Punkt; 

c)  beide  Punkte  liegen  unendlich  fern. 
UI.  Der  Doppelpunkt; 

a)  derselbe  ist  ein  eigentlicher  Punkt; 

b)  er  liegt  im  Unendlichfernen. 
Übungen : 

1)  Welches  sind  in  den  mit  u,,  Uj,  us  zusammengehörenden 
Punktkoordinaten  die  Koordinaten  der  Punkte,  welche  paarweise 
durch  die  folgenden  Gleichungen  dargestellt  werden: 

a)  2uf  —  5uiu,  —  3u|  4-  ^u^Ug  —  ISu^u,  +  10u|  —0. 

b)  3uf  +  lOu.Uj  +  7u|  +  4UiU3  +  8u,u,  +  u|  — 0. 

c)  uf-2uiu,  +  u|  +  u»=0. 

2)  Wenn  u,,  u«,  u,  Hessesche  Koordinaten  sind,  so  liegen 
die  Punkte  des  durch  die  Gleichung:  «uj  +  ^^UjU, +7u|  — 0 
dargestellten  Paares  auf  der  unendlichfernen  Geraden. 

3)  Welches  sind,  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen dafür,  dafs  die  Gleichung  XAtxUt  u*  —  0  ein  imagi- 
näres Punktepaar  darstellt? 

»  Die  lolgenden  Übungen  betreffen  die  ganze  in  den  SS  12—21  ent- 
wickelte Theorie  der  Kegelschnitte. 
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a)  Wenn  die  Koefficienten  in  den  Gleichungen  der  beiden 
Kegelschnitte 

(a)  -Ta/xXi  xx  =  0   und   (ß)  SaixUi  Ux  =  0 
in  der  Beziehung  stehen: 

(/)  JSzixaix  ===  0, 
so  haben  die  Kegelschnitte  eine  feste  geometrische  Beziehung  zu 
einander. 

(Die  Beziehung  (/)  ist  von  der  Wahl  der  Koordinaten  un- 
abhängig. Setzt  man  nämlich:  x;^  ==  p;f,y,  -f-  p^r^x^  +  p^^sys, 
und  gehören  zu  den  Punktkoordinaten  yi,  y^,  yj  die  Linien- 
koordinaten   Vi,    Vj»,    Vs,    so    ist:     V;f  =  pi;f  Ui    -|-  PixUi   +  Pa^fUj. 

Wenn  durch   diese  Umwandlung   die  Gleichung  (a)   übergeht  in 
^^'txyi  yx  =  0  und  (ß)  in  ^dixVi  Vx  =  0,  so  ist 

a'ix  =  -2^  a^ö  ppi  ^ax  und  aix  =*  2  a'nv  p</<  p;?»-. 

Demnach  ist 

JSSitxCCix  ==      ^     ^ixCt'fivpifipxv  =    ^  ^fivdfiv.) 

l,X,fI,V  /U,    V 

b)  Wenn  die  beiden  Kegelschnitte  (a)  und  (ß)  eigentliche 
Kurven  sind  und  die  Beziehung  (y)  zwischen  den  Koefficienten 
besteht,  so  liegen  auf  dem  ersten  Kegelschnitte  die  Eckpunkte 
von  unendlichvielen  Polardreiecken  des  zweiten,  und  der  zweite 
wird  von  den  Seiten  unendlichvieler  Polardreiecke  des  ersten 
berührt. 

(Zum  Beweise  führe  man  ein  neues  Koordinatendreieck  ein, 
von  dem  ein  Eckpunkt  in  einen  beliebigen  Punkt  Jt  der  Kurve 
(a)  fällt,  und  dessen  andere  Eckpunkte  die  Punkte  sind,  in  denen 
die  Polare  von  Jt  in  Bezug  auf  die  Kurve  (ß)  die  Kurve  (a) 
schneidet.  Jetzt  wird  a^'  =«  a^j'  =•  agg'  =«  0,  während  die 
Koefficienten  a,,',  a^g',  ajj'  sämtlich  von  null  verschieden  sein 
müssen.  Zugleich  ist  «j,— »ajg  ""0;  die  Relation  (y)  verlangt 
also,  dafs  «,,'=-0  ist.  Damit  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  er- 
wiesen; den  zweiten  Teil  beweist  man  in  entsprechender  Weise.) 

c)  Sobald  ein  Kegelschnitt  die  Eckpunkte  von  einem  Polar- 
dreieck eines  zweiten  Kegelschnittes  enthält,  ist  er  um  unendlich- 
viele  Polardreiecke  des  zweiten  beschrieben;  zugleich  sind  jetzt 
unendlichviele  Polardreiecke  des  ersten  dem  zweiten  eingeschrieben. 
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(Wählt  man  das  gegebene  Dreieck  zum  Koordinatcndrcicck, 
so  ist  a,  1  =»  a^j  s— a<,3  =0,  «j,  —  ßjj  — .«jjj  -«0;  also  besteht 
die  Beziehung  (/;.) 

d)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  beliebig  gegeben  sind,  so  ist 
der  eine  im  allgemeinen  weder  einem  Polardreiecke  des  andern 
umgeschrieben  noch  eingeschrieben. 

e)  Durch  die  Eckpunkte  von  zwei  Polardreiecken  eines  Kegel- 
schnitts läfst  sich  ein  neuer  Kegelschnitt  legen. 

(jl,  fi,  V  und  X'y  ii\  V  seien  die  Eckpunkte  von  zwei  Polar- 
dreiecken des  Kegelschnitts  (^);  der  durch  X\  fi',  v\  X,  ft  gelegte 
Kegelschnitt  habe  die  Gleichung  (a).  Nach  c)  mufs  die  Relation 
(7)  bestehen.  Demnach  ist  der  Kurve  (a)  ein  Polardreieck  von 
iß)  eingeschrieben,  von  dem  der  Punkt  X  ein  Eckpunkt  ist,  oder 
die  Polare  von  X  in  Bezug  auf  {ß)  schneidet  die  Kurve  (a)  in 
zwei  Punkten,  welche  mit  X  zusammen  ein  Polardreieck  bestimmen. 
Nun  ist  Xfiv  ein  solches  Dreieck;  da  es  zudem  zwei  Eckpunkte 
mit  dem  eben  genannten  gemein  hat,  ist  es  mit  ihm  identisch.) 

f)  Ordnet  man  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu  zwei 
Gruppen  von  je  dreien,  so  läfst  sich  ein  Kegelschnitt  finden,  von 
dem  jedes  Tripel  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks  bildet. 

g)  Die  sechs  Seiten  von  zwei  Polardreiecken  eines  Kegel- 
schnitts berühren  einen  zweiten  Kegelschnitt. 

h)  Irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  bilden  bei 
jeder  beliebigen  Anordnung  die  Seiten  von  zwei  Polardreiecken 
eines  zweiten  Kegelschnitts. 

i)  Wenn  der  Kegelschnitt  (a)  in  ein  Geradenpaar  zerfällt, 
so  sind  die  beiden  Linien  desselben  konjugierte  Polare  zu  der 
Kurve  (ß),  falls  zwischen  den  Koefficienten  die  Gleichung  (y) 
besteht. 

(Nachdem  die  Gleichung  (a)  auf  die  Form  x,  Xj  —  0  gebracht 
ist,  mufs  der  Koefficient  «u  verschwinden.) 

k)  Wenn  der  Kegelschnitt  (ß)  in  ein  Punktepaar  zerfällt,  so 
-lebt  die  Relation  (y)  die  Bedingung  dafür  an,  dafs  die  Punkte 
des  Paares  {ß)  konjugierte  Pole  zum  Kegelschnitt  (a)  sind. 

l)  Wenn  die  Gleichung  (a)  eine  Doppelgerade  darstellt  und 
zwischen  den  Koefficienten  der  Gleichungen  (a)  und  iß)  die 
Relation  (y)  besteht,  so  ist  die  Linie  eine  Tangente  der 
Kurve  (ß). 

Kllling,  Lehrbuch  der  «naiyt.  Geometrie.    I.  9 
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(kt  xf  «»  0  die  Gleichung  («\  so  verlangt  die  Gleichung  (y), 
dafs  ßj  1  =  0  ist.) 

m)  Stellt  die  Gleichung  (ß)  einen  Doppelpunkt  dar,  so  ist 
die  Relation  (y)  die  Bedingung  dafür,  dafs  dieser  Punkt  auf  der 
Kurve  (a)  liegt. 

n)  Die  Forderung,  dafs  ein  gegebener  Punkt  einem  Kegel- 
schnitte angehört,  wird  durch  eine  lineare  Beziehung  zwischen 
den  Koefficienten  ausgedrückt;  aber  diese  lineare  Gleichung  trägt 
einen  ganz  spcciellen  Charakter,  während  eine  lineare  Gleichung 
im  allgemeinen  die  in  b)  angegebene  Eigenschaft  darstellt. 

5)  Gegeben  ist  ein  fester  Punkt  S,  eine  feste  Gerade  g  und 
ein  Kegelschnitt  K.  Auf  jedem  durch  S  gehenden  Strahle  suche 
man  zu  S,  zum  Schnittpunkte  mit  g  und  zu  jedem  Schnittpunkte 
mit  K  den  vierten  harmonischen  Punkt,  (welcher  dem  jedesmal 
ausgew«ählten  Schnittpunkte  mit  K  zugeordnet  ist). 

a)  Welches  ist  der  geometrische  Ort  dieses  Punktes? 

b)  Wann  wird  die  neue  Kurve  mit  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitte identisch.^ 

G)  a)  Wenn  man  jedem  Punkte  der  Ebene  seine  Polare  in 
Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt  zuordnet,  so  entspricht  jedem 
Punkte  eine  Gerade,  jeder  Geraden  ein  Punkt,  m  Punkten  in 
gerader  Linie  m  Strahlen  eines  Punktes  u.  s.  w. 

Was  entspricht: 

a)  dem  Schnittpunkt  zweier  Geraden, 

ß)  der  Verbindungsgeraden  zweier  Punkte, 

y)  einer  Kurve  als  dem  geometrischen  Orte  eines  Punktes, 

6)  den  sämtlichen  Tangenten  einer  Kurve, 

«)  vier  harmonischen  Punkten  einer  Geraden, 
g)  den  m  Schnittpunkten  einer  Kurve  mit  einer  Geraden, 
Tj)  den  n  von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangenten  an  eine 
Kurve? 

b)  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dafs  sie  fonwährend  einen 
Kegelschnitt  berührt;  welche  Linie  beschreibt  ihr  Pol  in  Bezug 
auf  einen  zweiten  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung 

a)  in  der  Form:  xf  +  x|  — -  x|  —» 0, 
ß)  in  der  Form:  xf  -|-  x|-f  x|  —  0 
vorausgesetzt  wird? 

c)  Indem  man  umgekehrt  einen  Punkt  die  erste  Kurve  durch- 
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laufen  läfst,  fragt  es  sich,  welche  Linie  seine  Polare  in  Bezug  auf 
die  angegebenen  Kegelschnitte  umhüllt. 

d)  In  einer  Figur  seien  gewisse  Eigenschaften,  deren  Gesamt- 
heit wir  mit  (B)  bezeichnen  wollen,  eine  Folge  der  für  die  Figur 
vorausgesetzten  Eigenschaften  (A).  Jetzt  konstruiere  man  zu  der 
Mgur  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  die  reciproke  Figur;  den 
Eigenschaften  (A)  der  ersten  Figur  mögen  in  der  neuen  die  Eigen- 
schaften (A)  und  den  Eigenschaften  (B)  der  ersten  die  Eigen- 
schaften (B)  in  der  zweiten  entsprechen.  Dann  darf  man  umgekehrt 
von  irgend  einer  Figur  mit  den  Eigenschaften  (A)  zu  einer  Figur 
mit  den  Eigenschaften  (A)  übergehen;  da  diese  auch  die  Eigen- 
schaften (B)  hat,  denen  die  Eigenschaften  (B)  entsprechen,  so  sind 
auch  die  Eigenschaften  (B)  eine  Folge  der  Eigenschaften  (A). 
Demnach  ermöglicht  es  die  Konstruktion  der  reciproken  Figur, 
aus  gegebenen  Sätzen  neue  Sätze  herzuleiten.  Man  nennt  dies 
Princip  das  der  Reciprocität. 

e)  Es  möge  genügen,  dasselbe  an  einem  einzigen  Beispiele 
zu  erläutern.     Wir  gehen  von  dem  Satze  aus: 

Die  Diagonalpunkte  eines  jeden  in  einen  Kegelschnitt  ein- 
beschriebenen Vierecks  sind  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks 
der  Kurve. 

Indem  wir  zu  dieser  Figur  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Kegelschnitt  die  reciproke  Figur  konstruieren,  entsprechen  den 
Punkten  des  gegebenen  Kegelschnitts  K  die  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  C,  also  dem  in  K  eingeschriebenen  Viereck  ein  der 
Kurve  C  umbeschriebenes  Vierseit.  Da  den  Diagonalpunkten  des 
ersten  die  Diagonalen  des  zweiten  zugeordnet  sind  und  irgend 
zwei  konjugierten  Polen  von  K  jedesmal  konjugierte  Polare  von 
C  entsprechen,  so  leitet  das  angegebene  Princip  aus  dem  ange- 
gebenen Satze  den  folgenden  her: 

Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitt  umbeschriebenen 
Vierseits  bilden  ein  Polardreieck  der  Kurve. 

§  '22. 

Die  Involution. 

1.    Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  eine  Gerade  in  den 

Punkten  a  und  ß  schneidet,  so  sind  je  zwei  Punkte  X  und  ^  der 

Geraden,  welche  zu  a  und  ß  harmonisch  liegen,  konjugierte  Pole 

9* 
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in  Bezug  auf  die  Kurve.  Indem  man  zu  jedem  Punkte  der  Geraden 
den  in  ihr  liegenden  konjugierten  Pol  bestimmt,  ordnet  man  die 
Punkte  dieser  Punktreihe  einander  wechselseitig  zu.  Ähnliche 
Zuordnungen  von  Punkten  einer  geraden  Punktreihe  und  von 
Strahlen  eines  Büschels  treten  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
so  häufig  auf,  dafs  es  notwendig  ist,  sie  eingehend  zu  untersuchen. 

2.  Ordnet  man  jedem  Punkte  einer  Geraden  den- 
jenigen ihrer  Punkte  zu,  der  zu  ihm  in  Bezug  auf  ein 
festes  Punktepaar  harmonisch  liegt,  so  sagt  man,  die 
Punkte  seien  einander  involutorisch  zugeordnet  oder 
sie  bilden  eine  Involution. 

Um  die  Bedingung  der  involutorischen  Zuordnung  analytisch 
auszudrücken,  legen  wir  folgende  Darstellung  zu  Grunde.  Für 
zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  nehmen  wir  die  symbolischen 
Gleichungen  an :  A  =»0,  B=^0.     Es  seien  dann 

(1)  A  +  aB==>0,   A  +  ßB^  0 

die  Gleichungen  derjenigen  Punkte,  zu  denen  jedes  Paar  der 
Involution 

(2)  A  +  XB=^0,    A  +  fiB=^0 
harmonisch  liegen   soll.     Die  Bedingung  dafür,   dafs  die  beiden 
Punkte  (2)  zu    den   Punkten   (I)   harmonisch   liegen,    haben   wir 
bereits  früher  (§  5,  11)  in  der  Form  aufgestellt: 

a  —  X       a  —  fi  ^  ^ 


X-ß   '  fi-ß 

Aus  dieser  Gleichung  leiten  wir  durch  Fortschaffung  der 
Nenner  die  Bedingung  in  folgender  Form  her: 

(3)     Xfi-l(a  +  ß){X  +  fi)  +  aß^O. 

3.  Die  beiden  Punkte,  zu  denen  alle  Punktepaare  der  Invo- 
lution harmonisch  liegen,  heifsen  die  Hauptpunkte  der  In- 
volution. In  der  Gleichung  (3)  treten  nur  die  Summe  und  das 
Produkt  der  Koordinaten  der  Hauptpunkte  auf.  Die  beiden  Gröfsen 
a-\-ß  und  aß  sind  aber  auch  dann  reell,  wenn  a  und  ß  konju- 
giert komplexe  Werte  annehmen.  Daher  ist  eine  Involution  auch 
reell,  wenn  ihre  Hauptpunkte  imaginär  sind,  wofern  nur  ihre 
Koordinaten  konjugierte  Werte  besitzen.     Um  diese  Möglichkeit 
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von  vornherein  mit  einzuschliefsen,  denken  wir  uns  die  Grö(sen 
a  +  ß  und  ciß  gegeben  und  setzen: 

(4)    a  +  ß^  2a,  aß  -  b. 

Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  neue  Gestalt  an: 

(5)    Xfi-a(X  +  fi)  +  h^O. 

4.  Diese  Erweiterung  der  ursprünglichen  Definition  erweist 
sich  auch  nach  vielen  andern  Richtungen  hin  als  wichtig.  So 
können  wir  jetzt  den  Satz  beweisen: 

Eine  Involution  ist  durch  zwei  ihrer  Paare  bestimmt. 
Sollen  die  Punktepaare  (X,  fi')  und  {X\  fi)  der  Involution 
(5)  angehören,  so  mufs  sein: 

x>'~aa'+^')  +  b«ü 
^^^     r^  _a  (r +  ,!")  + b-0. 
Diese  beiden  Gleichungen  gestatten,  die  Werte  von  a  und  b 
zu  berechnen   und  dadurch   die  Involution  zu  bestimmen.     Man 
kann  aber  auch  die  Gleichung  (5)   in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen (<>)  als  homogen  lineare  Gleichungen  in  den  Gröfsen  1, 
—  a,  b  betrachten.     Dann  wird  die  Bedingung,  dafs  diese  drei 
Gleichungen  mit  einander  vereinbar  sind,  oder  mit  andern  Worten, 
dafs  die  drei  Punktepaare  (X,  /i),  (Jl',  fi),  (X\  fi")  einer  Involution 
angehören,  durch  die  Gleichung  ausgedrückt: 
\   Xfi     X  +fi      1 
X'fi'     X'  +  fi'     1      =-  0. 

xy   r+A    1  i 

cann  auf  manche  andere  interessante  Form 
gebracht  werden;  indessen  wollen  wir  darauf  hier  nicht  eingehen. 

5.  Aus  der  gegebenen  Herleitung  folgt  der  Salz: 

Auf  einer  Geraden  giebi  es  immer  ein  (reelles  oder 
imaginäres)  Punktepaar,  welches  zu  zwei  gegebenen 
Punktepaaren  harmonisch  liegt. 

Um  dasjenige  Punktepaar  a,  ß  zu  finden,  welches  zu  den 
Paaren  (;i',  fi')  und  (X',  fi)  harmonisch  liegt,  hat  man  aus  den 
Gleichungen  (6)  a  und  b  und  dann  aus  den  Gleichungen  (4)  a 
und  ß  zu  berechnen. 

6.  Wir  fi-agen  uns,  ob  in  einer  Involution  ein  Punkt  mit 
dem  ihm  entsprechenden  zusammenfallen  kann,  ob  mit  andern 
Worten  X=^ft  sein  kann.    Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen 


(7) 
Diese  Gleichung 
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wir  auf  die  Gleichung  (3)  zurück.     Diese  nimmt  für  X  ^=^  fi  die 
Gestalt  an: 

und  kann  nur  für  X^^a  oder  X^=^ß  erfüllt  werden. 

Diejenigen  Punkte  einer  Involution,  welche  mit 
ihren  entsprechenden  Punkten  zusammenfallen,  sind  die 
Hauptpunkte  derselben. 

7.  Die  Involution  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  projektiven 
Zuordnung.  Nach  §  5,  12  sind  die  Punkte  A  +  XB  ^^  0  und 
A-\-  fiB  =^  0  desselben  Trägers  einander  projektiv  zugeordnet, 
wenn  die  Gröfsen  X  und  fi  durch  die  Gleichung  mit  einander 
verbunden  sind: 

^  r;i  +  s 
rXfi  -\-  sfi  —  pX  —  q  =  0. 
Damit  diese  Zuordnung  involutorisch  wird,  mufs  s  =»  -  p 
sein  oder  die  letzte  Gleichung  mufs  in  X  und  fi  symmetrisch  sein. 
Die  projektive  Zuordnung  der  Punkte  eines  Trägers  geht  in  die 
involutorische  über,  wenn  man  die  Punkte  eines  jeden  Paares  mit 
einander  vertauschen  kann. 

8.  Schon  hieraus  geht  der  Satz  hervor:  Irgend  vier 
Punkte  einer  Punktreihe  haben  dasselbe  Doppelver- 
hältnis wie  die  ihnen  in  einer  Involution  entsprechen- 
den Punkte. 

Wenn  wir  diesen  Satz  direkt  erweisen  wollen,  nehmen  wir 
an,  es  seien 

^-f  >l,ß=»0,  A  +  X.B=^0,  A  +  X^B-=^0,  A  +  X^B:=mO 
vier  Punkte  der  Punktreihe;    ihnen   mögen   der  Reihe  nach   die 
Punkte  entsprechen: 

A'\-fiiB=^0,  A  +  fdiB=^Oy  A  +  fA^B^Oy  A  +  fi^B^O, 
Es  müssen  dann  die  Gleichungen  bestehen: 
^ifii  -a(A,  +^,)  +  b«0  ....  X,^,-a(X,+(i,)  +  b'^0 
oder  aJli  —  b  aJl*  —  b 

^.  ___  ....  ^,_^__^.. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  dem  früher  ange- 
gebenen Wege: 

(iz—fii   .  A<4— Ml  ^  ^i  —  ^t    .  V^l^l. 
fii—/ii   '  itf»  —  ^4  ""  ^«  —  -is   *  ^sr  —  ^4 
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9.  Wenn  wir  von  der  Gleichung  (5)  ausgehen,  so  ergeben 
sich  die  Hauptpunkte  der  Involution  aus  der  Gleichung: 

(8)    x«^—  2ax  +  b  —  0. 
Diese  Gleichung  hat  entweder  zwei  verschiedene  reelle  oder 
zwei  gleiche  oder  zwei  imaginäre  Wurzeln,  jenachdem  der  Aus- 
druck a*  —  b  positiv,  gleich  null  oder  negativ  ist.  Dementsprechend 
teilen  wir  die  Involutionen  in  drei  Klassen: 

a)  hyperbolische,  d.  h.  solche,  deren  Hauptpunkte  reell 
verschieden  sind; 

b)  elliptische,  solche,  deren  Hauptpunkte  imaginär  sind; 

c)  parabolische,  solche,  deren  Hauptpunkte  zusammen- 
fallen. 

Die  Bedingung  für  eine  parabolische  Involution  besteht  darin, 
dafs  in  (5)  b==a*  ist.  In  diesem  Falle  geht  die  Gleichung  (5) 
in  die  folgende  über: 

A— a 

Wird  hier  ^==a  angenommen,  so  wird  n  unbestimmt;  da- 
gegen wird  für  jeden  andern  Wert  von  X  die  Gröfse  //  den  Wert 
a  annehmen.  Hier  entspricht  einem  bestimmten  Punkte  a  jeder 
beliebige  Punkt  der  Geraden  und  jedem  von  a  verschiedenen 
Punkte  der  Punkt  a. 

Die  hyperbolische  und  die  elliptische  Involution  haben  die 
Eigenschaft  gemeinsam,  dafs  jedem  Punkte  ein  einziger  Punkt 
zugeordnet  wird.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man  sie  als 
eigentliche  Involutionen  und  setzt  sie  so  in  Gegensatz  zu  der 
parabolischen  als  einer  uneigentlichen  Involution. 

10.  In  gleicher  Weise  wie  die  Punkte  einer  geraden  Punkt- 
reihe können  wir  auch  die  Geraden  eines  Strahlenbüschels  ein- 
ander involutorisch  zuordnen.  Wir  brauchen  diese  Theorie  hier 
nicht  eigens  zu  entwickeln;  es  genügt,  in  der  vorangehenden 
Untersuchung  die  Formen  A  und  i?,  welche  als  homogene  lineare 
Ausdrücke  in  den  Linienkoordinaten  Ui,  u<,  u^  vorausgesetzt 
wurden,  durch  homogene  lineare  Formen  A  und  B  in  den  Punkt- 
koordinaten zu  ersetzen. 

Wir  möchten  nur  folgenden  Satz  hervorheben: 
Projiziert   man    eine   Punkt-Involution    von    einem 
beliebigen  Punkte  aus,  der  nicht  in  ihrem  Träger  liegt, 
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so  bilden  die  Strahlen  ebenfalls  eine  Involution;  um- 
gekehrt wird  jede  Strahleninvolution  durch  eine  belie- 
bige Gerade  involutorisch  geschnitten. 

Zum  Beweise  lasse  man  den  Strahl  A  «i  0  durch  den  Punkt 
^«0,  den  Strahl  B -« 0  durch  den  Punkt  ^  =  0  gehen  und 
verfüge  über  die  noch  disponibeln  Faktoren  so,  dafs  auch  der 
Strahl  A  4-  B  :«  0  durch  den  Punkt  A  +  B  =  0  geht.  Dann  liegt 
jeder  Punkt  A  +  XB^O  im  Strahle  A  +  AB  —  0. 

11.  Ein  Kegelschnitt  vermittelt  auf  jeder  Geraden  und  för 
jeden  Punkt  eine  Involution. 

a)  Wofern  eine  Gerade  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  nicht 
ganz  angehört,  kann  man  jedem  ihrer  Punkte  den  Schnittpunkt 
mit  seiner  Polaren  zuordnen;  mit  andern  Worten,  man  kann 
jedesmal  zwei  Punkte  der  Geraden  einander  entsprechen  lassen, 
welche  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurve  sind.  Die  auf 
diese  Weise  erhaltene  Involution  ist  hyperbolisch,  wenn  die  Gerade 
von  der  Kurve  geschnitten  wird,  dagegen  elliptisch,  wenn  sie 
keinen  Punkt  mit  der  Kurve  gemeinschaftlich  hat.  Auf  jeder 
Tangente  wird  eine  parabolische  Involution  erzeugt,  da  dem  Be- 
rührungspunkte jeder  Punkt  der  Geraden  entspricht  und  allen 
aufserhalb  der  Kurve  gelegenen  Punkten  nur  der  Berührungspunkt 
zugeordnet  ist. 

b)  Ebenso  bestimmt  ein  Kegelschnitt  dadurch  eine  involuto- 
rische  Zuordnung  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Strahlen,  dafs 
man  jeder  solchen  Geraden  die  Verbindungslinie  ihres  Poles  mit 
dem  Punkte  zuordnet,  oder  anders  ausgedrückt,  dafs  man  jeder 
Geraden  des  Büschels  die  ihm  angehörende  konjugierte  Polare 
zuweist.  Die  Hauptstrahlen  einer  solchen  Involution  sind  die  vom 
Punkte  ausgehenden  Tangenten;  jenachdem  diese  reell  oder  ima- 
ginär sind,  ist  die  Involution  hyperbolisch  oder  elliptisch.  Wenn 
der  Punkt  auf  der  Kurve  liegt,  so  ist  der  Tangente  jede  beliebige 
durch  den  Punkt  gehende  Gerade  zugeordnet;  die  Involution  ist 
parabolisch.  Indem  der  Mittelpunkt  der  Kurve  zum  Scheitel  des 
Strahlenbüschels  gewählt  wird,  sind  die  konjugierten  Durchmesser 
die  einander  zugeordneten  Strahlen;  die  sämtlichen  Paare  konju- 
gierter Durchmesser  bilden  bei  der  Ellipse  eine  elliptische,  bei  der 
Hyperbel  eine  hyperbolische  Involution. 
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12.  Zum  Schlüsse  erwähnen  wir  einige  besondere  Arten  von 

Involutionen : 

a)  Wenn  in  einer  Puuktinvolution  der  eine  Hauptpunkt  ins 
Unendlichferne  rückt,  so  haben  je  zwei  zugeordnete  Punkte  von 
dem  andern  Hauptpunkt  gleichen  Abstand.  Die  Punkte  X  und  fi 
können  nur  dann  zum  Punkte  a  und  dem  unendlichfernen  Punkte 
harmonisch  liegen,  wenn  Xa^^afi  ist;  der  Hauptpunkt  a  liegt 
jedesmal  in  der  Mitte  zwischen  zwei  einander  entsprechenden 
Punkten. 

b)  Wenn  die  Hauptstrahlen  einer  Strahleninvolution  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  so  halbieren  sie  die  Winkel,  welche  je 
zwei  einander  entsprechende  Strahlen  mit  einander  bilden.  Die 
Strahlen  1  und  m  können  zu  den  beiden  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Geraden  a  und  b  nur  dann  harmonisch  liegen,  wenn 
<J  (la)  =  (am)  ist.  (In  dieser  Weise  sind  konjugierte  Durchmesser 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  einander  zugeordnet.) 

c)  Eine  Involution  erhält  man  auch,  indem  man  jedem  Strahle 
eines  Punktes  den  senkrechten  Strahl  zuordnet.  Sie  heifst  eine 
Kreisinvolution,  da  die  Paare  konjugierter  Durchmesser  eines 
jeden  Kreises  eine  Involution  dieser  Art  bilden. 

Übungen : 

1)  Die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Punktepaare  {X,  fi\  (Xy  fi), 
(X  ,  fi)  in  Involution  liegen,  ist  durch  die  Gleichung  (7)  angegeben; 
man  soll  diese  Gleichung  in  die  folgenden  vier  Formen  über- 
führen : 

(;i  -  fi)  {i  -  fi)  (r  -  ^)  +  (^  -  X)  (/i'  -  r )  di'  -  a)  -  o 
(ji-fi)ix' -  fi")(X' -x)  +  {x-  x){ii  -  r) Ol" ~/i)-o 

(/i  -  X)  ifi'  -  fi")  (X"  -x)-\-{X-^  fi)  (X'  -  ;i') (fi'  -  fi)  =- 0. 

2)  a)  Wenn  zwei  Punktepaare  einer  Involution  einander 
gegenseitig  ausschliefsen,  so  kann  man  dieselbe  durch  eine  recht- 
winklige Strahleninvolution  (Kreisinvolution)  projizieren. 

(Durch  die  Punkte  X  und  fi  wird  die  Gerade  in  zwei  Teile 
zerlegt;  sollen  die  Punktepaare  {X,  fi)  und  (X,  fi')  sich  gegenseitig 
ausschliefsen,  so  liegt  von  den  Punkten  X  und  fi  der  eint  in 
dem  einen,  der  andere  in  dem  andern  Teile  der  Geraden.  In 
diesem  Falle  schneiden  sich  die  über  Xfi  und  Xfi  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise.) 
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b)  Man  soll  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  den 
entsprechenden  Punkt  konstruieren. 

(Jeder  Durchmesser  eines  der  beiden  Kreise  liefert  ein  Strahlen- 
paar der  Kreisinvolution  und  damit  ein  Punktepaar  der  gegebenen 
Involution.) 

Anhang 
über  kollineare  und  reciproke  Zuordnung. 

1.  Zwei  Ebenen  heifsen  kollinear  auf  einander  be- 
zogen, wenn  jedem  Punkte  der  einen  ein  Punkt  der 
andern  und  jeder  Geraden  der  einen  eine  Gerade  der  an- 
dern so  zugeordnet  ist,  dafs  jedesmal,  wenn  in  der  einen 
Ebene  ein  Punkt  in  einer  Geraden  liegt,  auch  der  ent- 
sprechende Punkt  in  der  entsprechenden  Geraden  liegt. 

Hiernach  mufs  jedem  Punkte  n  der  ersten  Ebene  ein  Punkt 
n  der  zweiten  und  jeder  Geraden  p  der  ersten  eine  Gerade  p 
der  zweiten  entsprechen;  geht  die  Gerade  p  durch  den  Punkt  x, 
so  liegt  notwendig  auch  der  Punkt  jr'  in  der  Geraden  p'. 

2.  Dafs  man  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  beziehen 
kann,  erkennt  man  auf  folgendem  Wege.  Man  wähle  in  jeder 
der  beiden  Ebenen  ein  Koordinatensystem  ganz  willkürlich.  Die 
Punkte  der  ersten  Ebene  mögen  durch  die  Verhältnisse  Xi :  x*  :  x« 
und  ihre  Geraden  durch  die  Verhältnisse  Ui  :  Ug  :  Us  bestimmt 
sein,  wo  die  Punkt-  und  die  Linienkoordinaten  im  festgesetzten 
Sinne  zusammengehören  sollen.  In  ganz  entsprechender  Weise 
mögen  in  der  zweiten  Ebene  die  Punkte  durch  die  Gröfsen  yi, 
y^,  ys  und  die  Geraden  durch  Vi,  v^,  Vj  bestimmt  sein.  Jetzt 
lasse  man  die  Punkte  (x)  und  (y)  dann  und  nur  dann  einander 
entsprechen,  wenn  ist: 

Xi  :  xg  :  xs  =  y,  :  y,  :  Vs. 
Ebenso   sollen   für  zwei  einander  zugeordnete  Geraden  (u) 
und  (v)  die  Beziehungen  statthaben: 

Ui  :  Ui  :  Ua  =«  V|  :  v^  :  Vg. 
Jetzt  entspricht 

a)  jedem  Punkte  der  einen  Ebene  ein  einziger  Punkt  der 
andern; 

b)  die  Geraden  der  Ebenen  sind  einander  eindeutig  zu- 
geordnet ; 
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c)  SO  oft  ein  Punkt  (x)  in  einer  Geraden  (u)  liegt.  Hegt  auch 
der  entsprechende  Punkt  (y)  in  der  zu  (u)  zugeordneten  Geraden  (v). 

Die  Bedingung,  dafs  der  Punkt  (x)  in  der  Geraden  (u)  liegt, 
wird  durch  die  Gleichung  angegeben: 

x,u,  +  x,u<  +  xjUn  =-  0. 

Wegen  der  Beziehung  zwischen  den  (x)  und  den  (y),  den 
(u)  und  den  (v)  ist  jetzt  auch: 

yiv,   -f  yjVg  +  ysVa  —  0. 

Diese  Gleichung  sagt  aber  aus,  dafs  der  Punkt  (y)  in  die 
Gerade  (v)  fällt. 

3.  Um  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  zu  be- 
ziehen, darf  man  in  jeder  von  ihnen  vier  Punkte,  von 
denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  willkürlich 
annehmen  und  diese  einander  zuordnen. 

In  der  ersten  Ebene  seien  die  Punkte  a,  ß,  /,  6  und  in  der 
zweiten  die  Punkte  «',  ß\  y\  6'  in  der  festgesetzten  Weise  ge- 
wählt und  der  Reihe  nach  einander  zugeordnet.  Indem  man  die 
Punkte  a,  ^,  /  zu  Eckpunkten,  den  Punkt  6  zum  Einheitspunkte 
der  Koordinaten  (x)  in  der  ersten  Ebene  wählt  und  auf  gleiche 
Weise  die  Koordinaten  (y)  in  der  zweiten  Ebene  vermittelst  der 
Punkte  a',  ß\  y\  6  bestimmt  und  dann  die  soeben  angegebene 
Zuordnung  ausführt,  werden  die  Ebenen  kollinear  auf  einander 
bezogen.  Hierbei  sind  aber  die  Punkte  a  und  a',  ß  und  ßiy  y 
und  y\  6  und  6'  einander  zugeordnet. 

4.  Umgekehrt  giebt  es  nur  eine  kollineare  Zuord- 
nung zweier  Ebenen,  bei  der  vier  Punkte  dereinen  vier 
Punkten  der  andern  entsprechen,  vorausgesetzt,  dafs 
niemals  drei  dieser  Punkte  in  gerader  Linie  liegen. 

Die  Geraden  {ad)  und  {ßy)  mögen  einander  in  ^  und  die 
Geraden  {aß)  und  {yd)  in  1  schneiden.  Es  möge  die  Gerade  {ßd) 
von  (1//)  in  rj,  {aß)  von  (yi'i)  in  2,  dann  {ßd)  von  (2//)  in  r., 
{aß)  von  {yvf)  in  3  u.  s.  w.  geschnitten  werden.  Dieser  Prozefs 
führt  auf  eine  unendliche  Reihe  von  Punkten  der  Geraden  {aß\ 
zu  denen  die  entsprechenden  Punkte  unmittelbar  gefunden  werden 
können.  Zwischen  je  zwei  dieser  Punkte  kann  man  durch  Ver- 
bindung früher  erhaltener  Punkte  beliebig  viele  neue  Punkte  ein- 
schieben und  somit  zu  jedem  Punkte  von  {aß)  den  entsprechenden 
Punkt  von  (a/9 )  konstruieren.   Dasselbe  kann  man  för  die  Punkte 
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der  Geraden  {yö)  und  (y'6')  durchführen.  Dadurch  ist  es  möglich, 
zu  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  die  Gerade  der  andern  zu 
bestimmen,  indem  man  die  Schnittpunkte  mit  {aß)  und  (/d)  be- 
nutzt und  von  diesen  zu  den  zugeordneten  Punkten  in  {dß>)  und 
(yd')  übergeht.  Endlich  stellen  sich  beliebige  entsprechende  Punkte 
als  die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  dar. 

5.  Statt  durch  vier  Punktepaare  kann  man  die  Zuordnung 
auch  durch  vier  Geradenpaare  bestimmen;  nur  dürfen  weder  in 
der  einen  noch  in  der  anderen  Ebene  drei  von  diesen  Geraden 
durch  einen  Punkt  gehen. 

(3.  Sind  zwei  Ebenen  kollinear  einander  zugeordnet,  so  kann 
man  stets  die  Koordinaten  so  wählen,  dals  sie  für  entsprechende 
Punkte  und  entsprechende  gerade  Linien  dieselben  Verhältnisse 
haben. 

Nachdem  in  der  ersten  Ebene  die  Koordinaten  beliebig  ge- 
wählt sind,  bestimme  man  zu  den  Eckpunkten  a,  ^y  y  des  Koordi- 
natendreiecks und  zu  dem  Einheitspunkte  6  die  entsprechenden 
Punkte  a',  ß  ^  /',  6'  in  der  zweiten  Ebene.  Jetzt  wähle  man  in 
dieser  Ebene  das  Koordinatensystem  so,  dafs  «',  ß\  y  die  Eck- 
punkte, 6'  der  Einheitspunkt  ist,  und  lasse  solche  Punkte  einander 
entsprechen,  für  welche  die  Koordinatenverhältnisse  einander  gleich 
sind.  Dadurch  werden  aber  die  Punkte  a  und  a,  ß  und  ß\  y 
und  y\  6  und  ö'  einander  zugeordnet.  Da  dasselbe  bei  der  ge- 
gebenen Zuordnung  eintritt,  so  ist  sie  mit  der  eingeführten 
identisch. 

6.  In  kollinearen  Ebenen  sind  sowohl  entsprechende 
Punktreihen,  als  auch  entsprechende  Strahlenbüschel 
projektiv  auf  einander  bezogen. 

In  einer  Punktreihe  der  ersten  Ebene  mögen  vier  Punkte  die 
Koordinaten  haben: 

(1)     (x'  -f  X,x),  (x'  -f  ;i,x  ),  (X'  -f  Jlax),  (x'  -f  ;i,x"). 

Bei  der  soeben  angegebenen  Zuordnung  möge  dem  Punkte 
(x)  der  Punkt  (y),  dem  Punkte  (x  )  der  Punkt  (y  )  entsprechen. 
Wenn  jetzt  den  Punkten  (1)  die  Punkte  zugeordnet  sind: 

(2)    (y'  +  ^ly"),  (y*  +  fi^f).  (y  +  ii,f).  (y'  +  ^^4/), 

so  mufs  sein: 

^,  =-  pij,  jUt  =  Qk^,  ^s  «-  (»As,  Ha  «  (»/4. 
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Daher  sind  nach  §  5,  12  die  Doppcl  Verhältnisse  der  vier 
Punkte  einander  gleich. 

Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man  den  Satz  für  entsprechende 
Strahlen  zugeordneter  Strahlenbüschel. 

7.  Sind  Xi,  x^,  xs  homogene  Punktkoordinaten  in  der  ersten, 
z,,  zj,  Zj  in  der  zweiten  Ebene,  so  kann  die  kollineare  Zuordnung 
stets  durch  Gleichungen  von  der  Form  vermittelt  werden: 

pxi  =»  a,,Zi  +  a,2Z,  +  aisZs 
(3)     pxs  ==  a,iZi  -f  as,z,  +  ajjZj 
pxs  =«  asiZi  +  ajtZi  +  ajsZs, 
wo  Q  ein  willkürlicher  Faktor  ist  und  an  .  .  .  ass  neun  Konstante 
sind,   welche   nur   der  Bedingung  zu  genügen   haben,   dafs  ihre 
Determinante  von  null  verschieden  ist. 

Man   kann    die   Richtigkeit   dieser   Behauptung  leicht  direkt 
zeigen;  man  kann  sie  aber  auch  aus  dem  obigen  Satze  herleiten, 
indem  man  die  dort  benutzten  Koordinaten  (y)  in  die  Koordinaten 
I  mittelst  der  Gleichungen  (7)  §  5,  6  umwandelt. 

Hiernach  hängt  eine  kollineare  Zuordnung  von  dem  Verhält- 
nisse der  neun  Koefficienten  aix,  also  von  acht  willkürlichen 
Gröfsen  ab,  was  auch  aus  dem  in  4  bewiesenen  Satze  hervorgeht. 

8.  Man  kann  die  zweite  Ebene  mit  der  ersten  zusammen - 
i.illen  lassen.  Indem  man  dementsprechend  annimmt,  die  Koordi- 
naten (x)  und  (z)  seien  auf  dasselbe  Koordinatendreieck  mit 
demselben  Einheitspunkte  bezogen,  wird  die  Ebene  durch  die 
Gleichungen  (3)  kollinear  sich  selbst  zugeordnet.  Dabei  kann  man 
die  Variabein  (x)  und  (z)  im  allgemeinen  nicht  mit  einander  ver- 
tauschen; es  macht  also  einen  Unterschied,  ob  man  denselben 
Punkt  der  ersten  oder  der  zweiten  Ebene  angehören  läfst. 

y.  Zwei  Ebenen  sind  einander  reciprok  zugeordnet, 
wenn  jedem  Punkte  der  ersten  eine  Gerade  der  zweiten 
und  jeder  Geraden  der  ersten  ein  Punkt  der  zweiten  so 
zugeordnet  ist,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Punkt  in  einer 
Geraden  liegt,  auch  die  entsprechende  Gerade  durch 
den  zugeordneten  Punkt  geht. 

Dem  Punkte  a  der  ersten  Ebene  möge  die  Gerade  a  der 
zweiten,  der  Geraden  b  der  ersten  möge  der  Punkt  ß'  der  zweiten 
entsprechen;  jedesmal,  wenn  der  Punkt  a  in  der  Geraden  b  liegt, 
mufs  auch  die  Gerade  a'  durch  den  Punkt  ß  gehen. 
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10.  Die  ersten  Sätze  über  die  reciproke  Zuordnung  zweier 
Ebenen  lassen  sich  auf  eine  ähnliche  Weise  zeigen,  wie  die  ent- 
sprechenden Sätze  über  die  kollineare  Zuordnung;  es  genügt  aus 
diesem  Grunde,  die  Sätze  anzuführen. 

Zwei  Ebenen  können  nur  auf  eine  Weise  reciprok  so  auf 
einander  bezogen  werden,  dafs  vier  geraden  Linien  der  einen,  von 
denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  vier  Punkte  der  andern 
entsprechen,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen.  Bei 
passender  Wahl  der  Koordinaten  (x)  und  (u)  in  der  ersten,  (y) 
und  (v)  in  der  zweiten  Ebene  kann  man  die  reciproke  Zuordnung 
durch  die  Gleichungen  vermittelt  denken: 

xi  :  X2  :  X3  :  X4  =«  Vi  :  Vg  :  vs  :  V4, 
yi  :  y2  :  ys  ••  y4  «  u,  i.u^  :  U3  :  U4. 
Wenn  man  dagegen  in  der  ersten  Ebene  die  Koordinaten 
(x)  und  (u),  in  der  zweiten  die  Koordinaten  (z)  und  (w)  ganz 
willkürlich  annimmt  und  nur  festsetzt,  dafs  sowohl  die  Koordi- 
naten (x)  und  (u)  wie  auch  (z)  und  (w)  zusammengehören  sollen, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

QUi  =  aiizi  +  aigZj  +  a,8Z, 
(4)     QUi  =  agiZi  +  a,8Z2  +  a^gZa 
()U3  =  aaiZi  +  asgz^  +  assZs, 
aus  denen  die  folgenden  drei  Gleichungen  hervorgehen: 
öWj  «  a^Xi  +  a^jXg  +  agjXg 
(5)     öWj  ==  ai  jXj  +  a^jx^  +  agjXg 

Jede  Punktreihe  in  der  einen  Ebene  ist  zu  dem  ihr  ent- 
sprechenden Strahlenbüschel  der  andern  projektiv  zugeordnet. 

11.  Wenn  man  die  beiden  Ebenen  zusammenfallen  läfst  und 
für  die  Koordinaten  (x)  und  (w)  dasselbe  System  zu  Grunde  legt, 
so  hat  man  zu  unterscheiden,  ob  man  den  Punkt  als  der  ersten 
oder  der  zweiten  Ebene  angehörig  betrachten  will;  im  ersten  Falle 
hat  man  ihm  die  Koordinaten  (x),  im  zweiten  die  Koordinateji 
(z)  zu  geben. 

Nun  unterscheiden  sich  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  dadurch, 
dafs  die  Koefficienten  der  Horizontal-  und  der  Vertikalreihen  mit 
einander  vertauscht  sind.  Wenn  also  allgemein  die  Beziehung 
statthat : 
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SO  werden  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  identisch.  Alsdann  ent- 
spricht jedem  Punkte  dieselbe  Gerade,  mag  man  ihn  der  ersten 
oder  der  zweiten  Ebene  zuweisen,  und  ebenso  wird  unter  dieser 
Apnahme  jeder  Geraden  derselbe  Punkt  zugeordnet.  Eine  derartige 
Zuordnung  in  der  Ebene  nennt  man  ein  ebenes  Polarsystem 
oder  eine  polare  Reciprocität  in  der  Ebene. 

12.  Ein  ebenes  Polarsystem  ist  bestimmt,  sobald  man  zu  zwei 
Funkten  1  und  2  die  entsprechenden  Geraden  I  und  II  kennt 
und  zu  einem  Punkte  3  von  I  eine  durch  I  gehende  Gerade  111 

iiordnet.  Da  jetzt  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  I  und  II  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  2  entspricht,  so  kennt  man 
zu  vier  Punkten,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen, 
die  zugeordneten  Geraden;  dadurch  ist  nach  dem  Obigen  die 
reciproke  Zuordnung  bestimmt. 

13.  Aus  dem  Begriff  der  reciproken  Zuordnung  in  Verbindung 
mit  dem  Satze,  dafs  jedem  Punkte  eine  einzige  Gerade  und  jeder 
Geraden  ein  einziger  Punkt  entspricht,  geht  unmittelbar  hervor, 
dafs  für  ein  ebenes  Polarsystem  folgende  Sätze  gelten. 

Lassen  wir  einen  Punkt  a  sich  auf  einer  Geraden  p  bewegen, 
o  dreht  sich  die  ihm  zugeordnete  Gerade  a  um  den  zu  p  zu- 
geordneten Punkt  J€,  und  umgekehrt. 

Vier  harmonischen  Punkten  einer  Geraden  entsprechen  vier 
harmonische  Strahlen  eines  Büschels,  und  umgekehrt. 

Ordnet  man  jedem  Punkte  einer  Punktreihe  den  Schnitt- 
punkt mit  der  entsprechenden  Geraden  zu,  so  erhält  man  eine 
Punktinvolution. 

Ordnet  man  jedem  Strahle  eines  Büschels  die  Verbindungs- 
linie des  Scheitels  mit  dem  entsprechenden  Punkte  zu,  so  erhält 
man  eine  Strahleninvolution. 

14.  Diese  Sätze  stimmen  durchaus  überein  mit  den  Sätzen, 
welche  wir  früher  über  Pole  und  Polare  eines  eigentlichen  Kegel- 
schnittes gefunden  haben.  In  der  That  vermittelt  jeder  eigent- 
liche Kegelschnitt  eine  polare  Zuordnung  der  Punkte  und  der 
Geraden  der  Ebene.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (4)  die  Va- 
riabein z,,  zg,  Z3  durch  x,',  x/,  x, ,  so  werden  diese  Gleichungen 
identisch  mit  (4)  §  14,  8. 

15.  Umgekehrt  führt  jedes  ebene  Polarsystem  auf  eine  Kurve 
zweiter   Ordnung.     Um    das  zu   erkennen,  ersetzen   wir   in   der 
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Gleichung  (4)  die  Koordinaten  Zi,  z«,  zs  durch  x, ,  Xi,  Xs.  Nun 
wird  die  Gleichung 

X,U,    +  X,U;t   +  X3U3   =  0 

erfüllt,  sobald  der  Punkt  (x)  in  die  entsprechende  Gerade  (u)  fällt. 
Demnach  liegt  der  Punkt  (x)  jedesmal  in  der  entsprechenden 
Geraden,  sobald  die  Summe  der  mit  x^,  x,,  Xg  multiplizierten 
rechten  Seiten  von  (4)  verschwindet,  oder  sobald  seine  Koordi- 
naten der  Gleichung  genügen: 

(7)     ^-a.xx,  xx=0. 

Diese  Gleichung  liefert  somit  alle  Punkte,  welche  in  die  ihnen 
zugeordneten  Geraden  fallen.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  den 
Kegelschnitt  (7)  die  Ordnungskurve  des  Polarsystems. 

Übungen : 

1)  a)  Wenn  zwei  Ebenen  derselben  dritten  Ebene  kollinear 
zugeordnet  sind,  so  sind  sie  auch  einander  kollinear  zugeordnet. 

b)  Wenn  zwei  Ebenen  derselben  dritten  Ebene  reciprok  zu- 
geordnet sind,  so  sind  sie  einander  kollinear  zugeordnet. 

2)  a)  Wenn  zwei  Ebenen  kollinear  auf  einander  bezogen 
sind,  so  entspricht  jedem  Kegelschnitte  der  einen  ein  Kegelschnitt 
der  andern  Ebene  in  der  Weise,  dafs  jedem  Punkte  des  ersten 
ein  Punkt  und  jeder  Tangente  des  ersten  eine  Tangente  des 
zweiten  zugeordnet  ist.  Drei  Punkten  der  einen  Ebene,  welche 
in  Bezug  auf  den  in  ihr  gelegenen  Kegelschnitt  ein  zu  sich  selbst 
konjugiertes  Tripel  bilden,  entsprechen  in  der  andern  die  Eck- 
punkte eines  Polardreiecks  zu  dem  in  ihr  gelegenen  Kegelschnitte. 

b)  Will  man  zwei  Ebenen  kollinear  in  der  Weise  auf  ein- 
ander beziehen,  dafs  einem  Kegelschnitte  der  einen  ein  bestimmter 
Kegelschnitt  der  andern  entsprechen  soll,  so  kann  man  noch  zwei 
beliebige  Punkte  Jt^  und  jt^  einander  zuordnen;  dann  entspricht 
auch  einer  bestimmten  Geraden  pj  der  ersten  eine  bestimmte 
Gerade  pj  der  zweiten.  Jetzt  ist  die  Zuordnung  eindeutig  fest- 
gelegt, sobald  man  einem  Punkte  von  pi  einen  bestimmten  Punkt 
von  pj  entsprechen  läfst. 

c)  Wo  dürfen  die  Punkte  nicht  angenommen  werden,  damit 
sie  zur  Bestimmung  der  kollinearen  Zuordnung  genügen? 

d)  Wie  müssen  die  in  b)  gewählten  Punkte  den  Kurven 
gegenüber  liegen,  damit  die  Zuordnung  reell  wird.^ 

e)  Man  kann  die  kollineare  Zuordnung  zweier  Ebenen,  in 
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denen  zwei  Kegelschnitte  einander  entsprechen  sollen,  auch  da- 
durch bestimmen,  dafs  man  drei  Punkten  des  einen  Kegelschnittes 
drei  Punkte  des  andern  beliebig  zuweist. 

f)  Auch  bei  der  reciproken  Zuordnung  zweier  Ebenen  ent- 
spricht jedem  Kegelschnitte  in  der  einen  ein  Kegelschnitt  in  der 
andern ;  jetzt  ist  aber  jedem  Punkte  des  einen  eine  Tangente  des 
andern  zugeordnet.  Man  übertrage  die  soeben  für  die  koUincare 
Zuordnung  angegebenen  Sätze  auf  die  reciproke. 

3)  a)  Wenn  eine  Ebene  zu  sich  selbst  kollinear  zugeordnet 
ist,  so  entsprechen  sich  selbst  im  allgemeinen  drei  Punkte  und 
drei  gerade  Linien,  welche  demselben  Dreiecke  angehören. 

b)  Demnach  kann  im  allgemeinen  bei  geeigneter  Wahl  der 
Koordinaten  die  Zuordnung  durch  die  Gleichungen  vermittelt 
werden : 

X,  :  xj  :  X,  =-  ^jVi  :  X^y^  :  ^sys,  ^lUi  :  ijU,  :  isU»  —  V|  :  v,  :  v,. 

4)  a)  Wenn  eine  Ebene  in  der  Weise  kollinear  auf  sich  selbst 
bezogen  ist,  dafs  jedem  Punkte  derselbe  Punkt  entspricht,  mag 
man  ihn  der  einen  oder  der  andern  von  den  beiden  vereinigten 
Ebenen  zuweisen,  so  müssen  die  Koefficienten  den  Bedingungen 
genügen : 

^1^  +  ^i\  +  ^A  =  a*^  +  ^2%  +  a,«3  =-  a,^  +  z,\  +  a,«, 

*hl^21    +  ^li^ii    +   ^13^23    ==*  ^11^81    +  ^ll^S»    +  ^18^88 

=  ^21^81    +  ^tf^8t    "T  ^18^88   **"  ^' 

b)  Den  aufgestellten  Bedingungen  genügt  das  System  der 
Koefficienten : 

X«  +  A«  ~  f/^  —  r«         2  {Xfi  +  xv)  2  (Xv  —  xfi) 

2  (Xu  —  XV)  X«  -h  ^«  —  r»  ~  ;i«         2  Iftv  +  xX) 

2  {Xv  -h  x(i)  2  iiiv  —  xX)         X«  —  ;i»  —  ^«  +  r«. 

c)  Man  untersuche  die  kollineare  Zuordnung  für  folgende 
Koefficienten  : 

a)  in  b)  werde  x=«r=:0  angenommen; 
ß)  die  Koefficienten  seien: 

jl«-^»  2X(i  ü 

^2  Xfi  X^  —  n*  0 

0  0        ;i«  +  iiy 

K i  11  inr,  Lehrbuch  der  tDAljt  0«ometrie.    I.  10 
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/)  Die  Koefficienten  sollen  sein: 

1       0       0 

0       1       0 

0      ü     —  1. 
d)  Welche  Punkte  kann  man  einander  noch  willkürlich  zu- 
ordnen, damit  die  hier  betrachtete  Kollinearität  erhalten  werde? 

§  23. 
Der  Kegelschnittsbüschel. 

1.  Wir  gehen  von  zwei  Kurven  der  gleichen  Ordnung  n  aus, 
deren  Gleichungen  in  Punktkoordinaten  sind: 

(1)     *(x,,x,,X3)  =  0,    '/'(x,,x„X3)-0; 
alsdann  sagen  wir,  Üle  Kurven,  deren  Gleichungen  für  einen  be- 
liebigen konstanten  Faktor  fi  in  der  Form: 

(2)       ^(X,,X2,  X8)+^^-'(x,,X„X3)=-0 

dargestellt  werden  können,  gehörten  dem  durch  die  Kurven  (1) 
bestimmten  Büschel  nter  Ordnung  an. 

Der  Büschel  ist  durch  zwei  beliebige  seiner  Kurven  eindeutig 
bestimmt.  Die  Koefficienten  a  und  ß  seien  beliebig,  aber  fest 
gewähh;  dann  gehören  die  Kurven 

<^  +  a^=()    und    4>  +  ß^=0 
dem  Büschel  (2)  an.    Diese  beiden  Kurven  bestimmen  den  Büschel 
aller  in  der  Form 

{^  +  a^)  -^v{^  +  ß'P)  =  0 
darstellbaren  Kurven.    Die  Gesamtheit  derselben  ist  aber  mit  der 
Gesamtheit  der  Kurven  (2)  identisch;   denn  indem  v  alle  Werte 
annimmt,  erhält  man  auch  für  den  Quotienten  (a  -|-  vß)  :  (1  + 1') 
alle  möglichen  Werte;   man  darf  daher 

^         \  +v 
setzen. 

2.  Wenn  ein  Punkt  zwei  Kurven  eines  Büschels  an- 
gehört, so  gehen  alle  Kurven  desselben  durch  ihn  hin- 
durch. 

Wie  wir  eben  gesehen  haben,  dürfen  wir  annehmen,  dafs 
*  =  ()  und  V=^0  zwei  beliebige  Kurven  des  Büschels  sind;  nun 
ist  es  unmittelbar  klar,  dafs  jedesmal,  wenn  für  einen  Punkt  (x'V 
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die  Gleichungen  *(x')«— 0  und  y(x)  =  ()  criuiit  ^md,  auch  die 

Gleichung  <P  {\)  +  fiV'(x)  ^0  befriedigt  sein  mufs. 
Umgekehrt  darf  man  den  Satz  aussprechen: 
Wenn   eine  Kurve  durch   den  vollständigen  Schnitt  zweier 

Kurven  hindurchgeht  und  die  drei  Kurven  von  derselben  Ordnung 

sind,  so  gehören  sie  einem  Büschel  an. 

Dieser  Satz  ist  nur  richtig,   wenn  der  Grad  der  Berührung 

in  Betracht  gezogen   wird,   welche  in   einem  gemeinschaftlichen 

Punkte  der  beiden  ersten  Kurven  statthat.    Auf  den  Beweis  können 

wir  aber  hier  nicht  eingehen. 

3.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene,  der  nicht  den 
sämtlichen  Kurven  des  Büschels  angehört,  geht  eine 
einzige  Kurve  des  Büschels  hindurch.. 

Damit  die  Kurve  (2)  durch  den  Punkt  (x )  hindurchgeht,  mufs 
die  Gleichung  erfüllt  sein: 

0  (x)  +  fiV (x')  =-  0. 

Da  in  dieser  Gleichung  *  (x')  und  V  (x')  nicht  zusammen 
verschwenden  dürfen,  weil  sonst  der  Punkt  (x)  allen  Kurven  des 
Büschels  angehören  müfste,  läfst  sich  der  Koefficient  fi  aus  ihr 
eindeutig  bestimmen. 

4.  Wenn  speciell  die  Kurven  des  Büschels  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  so  nennen  wir  ihn  einen  Büschel  zweiter  Ord- 
nung oder  einen  Kegelschnittsbüschel. 

Indem  wir  von  den  beiden  Kurven  ausgehen: 
(3)     SaixXi  xx  =  0,   ^b/xXi  xx  —  0, 
stellen  wir  eine  beliebige  Kurve  des  Büschels  in  der  Form  dar: 
(4)     2:{sLtx  +  fdhtx)  xi  Xx  =  0. 

Wir  beweisen  zunächst  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  Punkte  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf 
irgend  zwei  Kurven  eines  Kegelschnittsbüschels  sind, 
so  haben  sie  dieselbe  Eigenschaft  für  sämtliche  Kurven 
des  Büschels. 

Zum  Beweise  nehmen   wir  an,  dafs  diejenigen  Kurven,  für 

welche  die  Punkte  (x)  und  (x ')  konjugierte  Pole  sein  sollen,  durch 

die  Gleichungen  (3)  dargestellt   werden.     Dementsprechend  sind 

die  Gleichungen  befriedigt: 

üzix  X« '  Xx   =  0,   2:htx  xi  Xx*  «  0. 

10' 
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Indem  wir  die  zweite  Gleichung  mit  (i  multiplizieren  und 
zur  ersten  addieren,  folgt  die  neue  Gleichung: 

2^(a<;f   +  (i\>tx)  X/  X;^     ==  0, 

und  diese  sagt  aus,  dafs  die  Punkte  (x)  und  (x")  auch  konjugierte 
Pole  für  jede  Kurve  (4)  sind. 

5.  Wenn  zwei  Punkte  nicht  konjugierte  Pole  in 
Bezug  auf  alle  Kurven  eines  Kegelschnittsbüschels  sind, 
so  gehört  dem  Büschel  stets  eine  einzige  Kurve  an,  für 
welche  die  Punkte  konjugierte  Pole  sind. 

Sollen   die  Punkte   (x')  und   (x")  konjugierte  Pole   in  Bezug 
auf  die  Kurve  (4)  sein,  so  mufs  die  Gleichung  erfüllt  sein: 
^{':\ix  +  fihix)  x<   \x   =  0. 
Diese  Gleichung  können  wir  aber  auch  in  der  Form  schreiben : 

S2iiK  \i '  xx'  +  n  l^bix  x< '  xx  =»  0. 
Wenn  diese  Gleichung  nicht  für  jeden  Wert  von  //  befriedigt 
wird,   so  giebt  es  stets  einen  einzigen  Wert  von  fi^  für  den  sie 
erfüllt  wird. 

6.  Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  lassen  sich  wichtige  Fol- 
gerungen ziehen,  die  wir  in  dem  folgenden  Satze  zusammenfassen: 

Die  sämtlichen  Polaren  zu  einem  festen  Punkte  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  gehen  durch 
einen  zweiten  festen  Punkt;  nur  wenn  der  Punkt  sin- 
gulärer  Punkt  eines  dem  Büschel  angehörenden  Linien- 
paares ist,  hat  er  für  alle  Kurven  dieselbe  Polare. 

Wenn  die  Polaren  des  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die  Kurven 
(3)  nicht  identisch  sind,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  (x")  konjugierter 
Pol  zu  (x)  für  die  beiden  und  damit  für  alle  Kurven  des  Büschels ; 
somit  geht  die  Polare  von  (x)  für  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
des  Büschels  durch  den  Punkt  (x")  hindurch. 

Wofern  aber  der  Punkt  (x )  für  die  Kegelschnitte  (3)  dieselbe 
Polare  hat,  ist  jeder  Punkt  dieser  Geraden  konjugierter  Pol  zu  (x') 
in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  Büschels,  die  Gerade  selbst  also 
gemeinschaftliche  Polare.  In  diesem  Falle  giebt  es  nach  5.  eine 
einzige  Kurve  des  Büschels,  für  welche  dem  Punkte  (x')  ein  be- 
liebiger, nicht  der  gemeinschaftlichen  Polare  p  angehörender  Punkt 
(x°)  als  Pol  zugeordnet  ist;  dann  ist  (x)  konjugierter  Pol  zu  allen 
Punkten  auf  einer  den  Punkt  (x*)  mit  einem  beliebigen  Punkte 
von  p  verbindenden  Geraden   oder  mit  andern  Worten  zu  allen 
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Punkten  der  Ebene.  Der  Punkt  (x)  ist  also  singulärer  Punkt  der 
ausgewählten  Kurve  und  diese  ein  Linienpaar  oder  eine  Doppel- 
linie. 

Wenn  umgekehrt  der  Punkt  (x')  singulärer  Punkt  eines  dem 
Büschel  angehörenden  Linienpaares  ist,  so  ist  zu  ihm  in  Bezug 
auf  diese  Kurve  jeder  Punkt  der  Ebene  konjugierter  Pol.  Die 
Punkte  seiner  Polare  für  irgend  eine  zweite  Kurve  sind  konju- 
gierte Pole  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  durch  die  beiden  ersten 
Kurven  bestimmten  Büschels;  diese  Gerade  ist  also  gemeinschaft- 
liche Polare. 

(Den  Fall,  dafs  zwei  Kurven  des  Büschels  denselben  singu- 
lären  Punkt  besitzen,  brauchen  wir  nicht  zu  untersuchen.) 

7.  Wir  wollen  diese  Sätze  analytisch  nachweisen.  Die  Polare 
des  Punktes  (x)  in  Bezug  auf  die  Kurve  (4)  hat  die  Gleichung: 

(5)  2:(Atx  +  fihix)  xi  xx  =  0 
oder  2^ixXi  xx'  +  //  2hixXi  xx  =-  0. 
Im  allgemeinen  werden  die  Gleichungen: 

(6)   i;ai*x*  Xx'  =  0  und  ShixXt  xx  «  0 
verschiedene  gerade  Linien  darstellen.    Dann  geht  jede  durch  die 
Gleichung  (5)  dargestellte  Gerade  durch  den  Schnitt  der  Linien  (6); 
die  Gleichung  (5)  stellt  also  einen  Strahlenbüschel  dar.    Hierdurch 
ist  der  erste  Teil  des  obigen  Satzes  nochmals  bewiesen. 

8.  Damit  die  Gleichung  (4)  ein  Linienpaar  darstellt,  muls 
die  Determinante  aus  den  Koefficienten  verschwinden;  es  mufs 
also  sein: 

aii+//b,i     a,8+^b,,     a,3-f^b,8 
(7)        aj,  +  fdhii     a,2  +  fiba     ajs  +  H^a    .  =-  0. 
asi  +  ft^dx     ^82  +  //bs»     ass  +  fiha    | 
Diese    Gleichung   liefert    im   allgemeinen   drei   verschiedene 
Wurzeln  ju,,  ^2,  /^s;  der  Büschel  enthält  also  im  allgemeinen  drei 
Linienpaare. 

(Dabei  müssen  wir  aber  beachten,  dafs  dasjenige  Linienpaar, 
welches  zu  einer  komplexen  Wurzel  der  Gleichung  (7)  gehört, 
durch  eine  Gleichung  mit  komplexen  Koefficienten  dargestellt 
wird.) 

Ist  (ii  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7),  so  ist  die  Spitze  (x) 
des  zu  dieser  Wurzel  gehörenden  Linienpaares  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt: 
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(an  +/^ib,i)  X,   -[-(ai8  + //ib,«)  x,' +  (a,,  + //ibu)  xt' =-0 

(«)  (»ii  +^ibi,)x,'  +  (a,8  +//,bj,)x,'  +  (at8  +/iib,s)xs' —  0 

(asi  +^ibsi)x,'  +  (a5,  +  ^,bsg)x,' +  (aas  + /^ibsj)  Xj'  — 0. 

Ebenso  führt  die  Wurzel  /t/^  auf  ein  Linienpaar,  dessen  sin- 
gulärer  Punkt  (x)  den  Gleichungen  genügt: 

(an  +/t/äsb,,)xi"4-(ai8  +it/ib,8)x,"  +  (ais  +^,bi5)xs'=«0 

(9)  (a,i  +(iihn)^i"  +  {^it  + /"«big)  x,"  +  (ajs  +  j"2bgs)  Xs"  =  0 

(asi  +^8b3i)xi"  +  (as8  + //«bs«)  x/' +  (a^s  +  i"»b88)x3''=-0. 

Indem  wir  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  x,",  xt", 
Xs'  multiplizieren  und  addieren,  gelangen  wir  zu  der  neuen 
Gleichung: 

^(ßLix  +  fii  hix)  Xi  '  Xx"  —  0. 

Ebenso  leiten  wir  aus  den  Gleichungen  (9)  durch  Multipli- 
kation mit  Xi',  X2',  X3'  die  Relation  her: 

2"(a/x  +  //«b/x)  Xt '  xx"  ==  0. 

Da  die  Wurzeln  //i  und  fi^  verschieden  sind,  sagen  diese 
beiden  Gleichungen  aus,  dafs  die  Punkte  Cx')  und  (x")  konjugierte 
Pole  in  Bezug  auf  zwei  Kurven  des  Büschels  sind;  sie  sind  also 
konjugierte  Pole  für  alle  Kurven  des  Büschels. 

(Will  man  diesen  Satz  nicht  benutzen,  so  subtrahiere  man 
die  beiden  Gleichungen  von  einander;  da  fii  — ^,  =jr  0  ist,  folgt 
die  Beziehung  2hix  \i '  xx  =«  0;  dann  mufs  auch  2^ix  xi '  xx"  =-  0 
sein.) 

9.  Sind  die  Punkte  1,  2,  3  die  singulären  Punkte  der  drei 
dem  Büschel  angehörenden  Linienpaare,  so  folgt  genau  auf  dem 
eben  durchgeführten  Wege,  dafs  je  zwei  dieser  Punkte  konjugierte 
Pole  in  Bezug  auf  alle  Kurven  des  Büschels  sind.  Daher  ist  die 
Gerade  23  die  Polare  des  Punktes  l,  die  Gerade  31  Polare  des 
Punktes  2  und  die  Gerade  1 2  Polare  des  Punktes  3  in  Bezug  auf 
alle  Kurven  des  Büschels.  Dadurch  haben  wir  folgenden  Satz 
bewiesen : 

Einem  Kcgelschnittsbüschel  gehören  im  allgemeinen 
drei  Linienpaare  an;  die  singulären  Punkte  derselben 
sind  die  Eckpunkte  eines  Polardreiecks,  welches  allen 
Kurven  des  Büschels  gemeinschaftlich  ist. 
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In  Fig.  32  sind  die  drei  Punkte  X,  ^,  v  und  die  drei  ünien- 
paare  reell;  in  Fig.  33  ist  nur  der  Punkt  X  und  das  von  ihm 
ausgehende  Linienpaar  reell;  in  Fig.  34  sind  >l,  ^,  p  reell,  aber 
nur  von  X  geht  ein  reelles  Linienpaar  aus. 


Fig.  32. 


Fig.  38. 
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Fig.  34. 

10.  Soll  umgekehrt  der  Punkt  (x )  dieselbe  Polare  für  alle 
Kurven  des  Büschels  haben,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen 
(6)  dieselbe  Gerade  darstellen;  die  Koefficienten  von  x,,  X2,  xs 
in  diesen  Gleichungen  müssen  dann  einander  proportional  sein 
oder  es  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

JSsiixXx  =  CO  2^bixXx',  ^'ajxXx  =^  co  ^^b^xXx', 
-^asxXx'  =  (o  ^baxXx. 

Diese  drei  Gleichungen  schreiben  wir  in  folgender  Form: 

(an  —  cöbn)xi'  -f  (au  —  robi«)  Xj'  +  lais  —  cöbi8)xs  ==  0 
(10)   (aji  —  cn\>ix )  xi '  +  (a,2  —  »bg»)  x,'  +  (a,8  —  ojib^z)  Xs'  —  0 

(aai  —  o?b8i)xi'  +  (as2  —  a>b82)x2'-f  (ass  — cöb8s)xs'  — 0. 

Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  aber  von  den  Glei- 
chungen (8)  nur  dadurch,  dafs  der  Faktor  //i  durch  —  o)  ersetzt  ist. 

Somit  sind  die  singulären  Punkte  der  dem  Büschel 
angehörenden  Linienpaare  die  einzigen  Punkte,  welche 
für  alle  Kurven  des  Büschels  dieselbe  Polare  besitzen. 

11.  Wählen  wir  das  gemeinsame  Polardreieck  zum  Koordi- 
natendreieck, so  stellen  sich  die  Gleichungen  aller  Kur^'en  des 
Büschels  durch  dieselben  drei  Quadrate  dar;  die  Gleichungen  (3) 
nehmen  jetzt  die  Gestalt  an: 

«lyf  +  «»yl  +  «8>i  =  ^> 
/^ly?  + /?,y|  +  ^syf  =  0. 

(Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dafs  die  Koetficienten  in  den 
Gleichungen,  durch  welche  der  Zusammenhang  der  Variabein  X| , 
\iy  Xs  und  yi,  yt,  ys  dargestellt  wird,  zum  Teil  komplexe  Werte 


(H) 
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besitzen  können;   die  Eckpunkte  des  neuen  Koordinatendreiecks 
können  somit  auch  imaginär  sein.) 

Indem  wir  die  obere  Gleichung  (11)  mit  ^i,  die  untere  mit 
«1  multiplizieren  und  subtrahieren,  wird  die  Variabcle  y,  aus  den 
Gleichungen  eliminiert,  und  die  neue  Gleichung  stellt  ein  dem 
Büschel  angehörendes  Linienpaar  dar.  In  ähnlicher  Weise  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  beiden  andern  Linienpaare.  Da  die 
Schnittpunkte  zweier  solcher  Paare  allen  Kurven  des  Büschels 
angehören,  ergieb't  sich  der  Satz: 

Zwei  Kegelschnitte  schneiden  sich  im  allgemeinen 
in  vier  Punkten. 

12.  Umgekehrt  läfst  sich  durch  vier  beliebig  gewählte  Punkte 
ein  Büschel  von  Kegelschnitten  legen.  Um  das  zu  beweisen, 
nehme  man  zu  den  vier  Punkten  1,  2,  3,  4  einen  fünften  Punkt  5 
hinzu  und  lege  durch  diese  fünf  Punkte  einen  Kegelschnitt.  Jetzt 
wähle  man  einen  sechsten  Punkt  6,  der  nicht  auf  dem  soeben 
konstruierten  Kegelschnitte  liegt,  und  bestimme  den  Kegelschnitt, 
der  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  6  hindurchgeht.  Diese  beiden 
Kegelschnitte  haben  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  gemeinschaftlich. 
'l3.  Soll  der  Punkt  (x')  der  Pol  der  Geraden 
(12)  lix,  +Ux2  +I5X3  =0 
für  den  Kegelschnitt  (4)  sein,  so  müssen  die  Gröfsen  l,,  1,,  Ij 
den  Koefficienten  von  x,,  Xg,  x»  in  der  Gleichung  (5)  proportional 
sein.     Es  müssen  daher  die  Gleichungen  bestehen: 

pli  =-2:(aix  +  A«)xx' 
(13)     qU  =  2:  {A^x  +  fthtx)  XX 
qU  =-  2  (asx  +  fjhix)  xx . 
Indem  wir  den  Koefficienten  fi  aus  diesen  Gleichungen  eli- 
minieren, finden  wir  den  Ort  der  Pole  für  die  Gerade  in  Bezug 
auf  die   Kegelschnitte   des  Büschels.     Derselbe   wird   durch   die 
Gleichung  bestimmt: 

li     üaixxx     2^b,xx«'  i 

(14)     i  l,     2:a,xxx     2:b,xxx'     «  0. 

j  Is     J^'asxxx     Sh^xXx    I 

Diese  Gleichung   stellt  bei  veränderlichen  Werten  von  (x) 

einen  Kegelschnitt  dar.    Da  die  letzte  Gleichung  unabhängig  von 

den  Werten  l,,  1,,  1,   befriedigt  wird,   sobald  die  Elemente  der 
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beiden  letzten  Reihen  einander  proportional  sind,  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  die  Gleiciiungen  (10)  erfüllt  sind,  so  geht  dieser 
Kegelschnitt  durch  die  Eckpunkte  des  gemeinsamen  Polardreiecks. 

14.  Der  Kegelschnitt  (14)  wird  von  jeder  Geraden  in  zwei 
Punkten  geschnitten,  speciell  von  der  gegebenen  Geraden  (12) 
selbst.  Im  Büschel  giebt  es  also  zwei  Kegelschnitte,  für  welche 
der  Pol  in  die  gegebene  Gerade  hineinfällt;  diese  werden  von  der 
Geraden  berührt. 

Eine  Gerade  der  Ebene  wird  im  aHgemeinen  von 
zwei  Kegelschnitten  eines  Büschels  berührt. 

Wir  können  diesen  Satz  auch  in  folgender  Form  aussprechen : 

Durch  vier  Punkte  lassen  sich  im  allgemeinen  zwei 

Kegelschnitte  legen,  die  eine  gegebene  Gerade  berühren. 

15.  Ist  a  der  Berührungspunkt  des  einen,  ß  der  des  andern 
Kegelschnitts  mit  der  gegebenen  Geraden,  so  gehört  ß  der  in  a 
an  den  ersten  Kegelschnitt  gelegten  Tangente  an;  demnach  ist 
ß  ein  konjugierter  Pol  von  a  in  Bezug  auf  den  ersten  Kegel- 
schnitt. Aus  demselben  Grunde  ist  a  konjugierter  Pol  von  ß  für 
die  zweite  Kurve.  Daher  sind  die  Punkte  «  und  ß  konjugierte 
Pole  für  die  beiden  Kurven  und  somit  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels. 

Umgekehrt  sieht  man  auch  sehr  leicht,  dafs,  wenn  die  Punkte 
■a  und  ß  konjugierte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kurven  des  Büschels 
sind,  sowohl  die  durch  a  als  die  durch  ß  gelegte  Kurve  desselben 
von  der  Geraden  aß  berührt  wird. 

Auf  einer  Geraden  liegen  im  allgemeinen  zwei 
Punkte,  die  einander  in  Bezug  auf  den  Büschel  konju- 
giert sind. 

16.  Schneidet  ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  Büschels  die 
Gerade  aß  in  den  Punkten  fi  und  r,  so  liegen  die  Punkte  a  und  ß, 
weil  sie  auch  für  diesen  Kegelschnitt  konjugierte  Pole  sind,  har- 
monisch zu  den  Punkten  fi  und  v.  Umgekehrt  liegen  alle  Punkte- 
paare, in  denen  die  Kurven  des  Büschels  von  der  Geraden  ge- 
schnitten werden,  harmonisch  zu  den  beiden  Punkten  a  und  ß\ 
die  Schnittpunkte  bestimmen  also  eine  Involution. 

Die  Punktepaare,  in  denen  die  Kurven  eines  Kegel- 
schnittsbüschels von  einer  beliebigen  Geraden  ge- 
schnitten  werden,  liegen   in  Involution;   in  jedem  der 
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beiden  Hauptpunkte  dieser  Involution  wird  die  Gerade 
von  einer  Kurve  des  Büschels  berührt. 

17.  Man  kann  die  einzelnen  Sätze  auch  direkt  auf  analytischem 
Wege  beweisen.  SoUen  die  Punkte  (x'  +  mx")  und  (x  +  m'x) 
der  durch  die  Punkte  (x)  und  (x")  gelegten  Geraden  konjugiene 
Pole  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  (3)  sein,  so  müssen  die  Glei- 
chungen erfüllt  sein: 

2aitx  (xi '  +  ©'  xi ')  (xjf "  +  cd"  xjf")  —  0, 
2btx  (xi '  +  eo'  xi ')  (xx"  +  m  Xx")  —  0. 
Diese  beiden  Gleichungen,  die  man  auch  in  der  Form  schreiben 
kann: 

L com   +  M  (q>'  +  CO")  +  N  —  0 
Vcow  +  M'  (ö'  +  CO)  +  N  —  0, 
bestimmen  die  Gröfsen  co'co"  und  cd'  +  cd',  liefern  also  eine  qua- 
dratische Gleichung,  deren  Wurzeln  cd   und  cd    sind. 

18.  Damit  die  Punkte  (x+co,x)  und  (x  -f  cd,x")  dem 
Kegelschnitt  U  (a^x  +  (>t><x)  xi  xx  =  0  angehören,  müssen  cdi  und 
Wi  die  Wurzeln  der  Gleichung  sein: 

2(iix  +  ghix)  (x< '  +  o?Xi ")  (xx'  +  coxx  )  =»  0. 
Dieser  Gleichung  geben  wir  die  Form : 

(A  +  ()A')  CD»  +  2  (B  +  qB)  cd  +  (C  +  qC)  —  0. 
Daraus  folgt: 

,  .  B  +  pB  C  +  qC 

Indem  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  Parameter  q 
eliminieren,  erhalten  wir  eine  lineare  Beziehung  zwischen  den 
Gröfsen  co,cdjj  und  coi  +  cd*.  Das  ist  aber  nach  §  22,  3  die 
Bedingung  dafür,  dafs  die  Punkte  eine  Involution  bilden. 

(In  nachstehender  Figur  wird  die  durchgezogene  Gerade  von 
einem  Kegelschnitt  in  et,  a ,  von  einem  zweiten  in  ß,  ß\  einem 
dritten  in  y,  y    u.  s.  w.  geschnitten.) 

Übungen : 

1)  Man  suche  die  gemeinschaftlichen  Polardreiecke  zu  z^'ci 
gegebenen  Kegelschnitten: 

a)  5xf  —  HxjX,  +  8x|  —  öx^x,  —  2x|  —0 
3x;  —  exjX,  +  yx}  —  2XiX,  +  4x,x,  —0. 

b)  7xJ  +  6x|  +  5x|  +  8xjX,  +  GxjX,  +  4x,x,  — 0 
x;+x|+x|+XiX,+x,x,+x,Xg— 0. 
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Fig.  36. 

2)  Für  jeden  der  unter  1)  angegebenen  Kegelschnittsbüschel 
suche  man  die  darin  vorkommenden  Geradenpaare  sowie  die 
gemeinschaftlichen  Schnittpunkte.  Ebenso  bestimme  man  die  In- 
volutionen, welche  durch  die  Kurven  des  Büschels  auf  den  Koordi- 
natenaxen  erzeugt  werden. 

3)  Zieht  man  in  beliebig  vielen  Kegelschnitten  eines  Büschels 
die  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallelen  Durchmesser  und 
konstruiert  zu  jedem  unter  ihnen  den  konjugierten  Durchmesser, 
so  gehen  die  letzteren  durch  einen  festen  Punkt. 

(Es  seien  a,  b,  c  .  .  .  gleichgerichtete  Durchmesser  von  Kegel- 
schnitten eines  Büschels,  a  und  a,  b  und  b',  c  und  c'  ...  je 
Paare  von  konjugierten  Durchmessern ;  dann  ist  zu  beweisen,  dafs 
a',  b',  c'  .  .  .  durch  denselben  Punkt  gehen.) 

4)  Gehören  vier  Kegelschnitte  einem  Büschel  an  und  sind 
Pi,  P2,  Ps,  P4  der  Reihe  nach  die  vier  Polaren  eines  Punktes 
jr  in  Bezug  auf  die  Kurven,  so  ist  das  Doppelverhältnis  dieser 
vier  Geraden  von  der  Wahl  des  Punktes  jt  unabhängig. 

(Sind  g) -\- fJitp  =^0  .  .  .  (p  +  ftitp  =^^)  die  Gleichungen  der 
vier  Kegelschnitte,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Polaren 
auf  die  Form  bringen:  A  -f  ^|B  =  0  .  .  .  A  +  /'4B  — ■  0.) 

5)  Eine  gerade  Linie  enthält  im  allgemeinen  nur  ein  Paar 
von  Punkten,  die  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  eines  Büschels 
konjugierte  Polare  sind;  auf  einzelnen  Geraden  liegen  aber  un- 
endlichviele  derartige  Punktepaare;  was  sind  das  für  Gerade? 

Mit  andern  Worten: 

Wie  mufs  eine  Gerade  zu  einem  Kegelschnittsbüschel  liegen. 
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damit  die  sämtlichen  Polaren,  welche  man  in  Bezug  auf  die  Kurven 
des  Büschels  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  konstruieren 
kann,  sich  auf  der  Geraden  schneiden? 

6)  Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  volbtändigen  Vier- 
ecks werden  von  einer  beliebigen  Geraden  in  Punktepaaren  einer 
Involution  geschnitten. 

7)  a)  Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  feste  Punkte 
gehen,  haben  ein  (reelles  oder  imaginäres)  System  von  parallelen 
konjugierten  Durchmessern. 

(Man  beachte  die  beiden  Involutionen,  welche  auf  der  un- 
endlichfernen Geraden  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den  konju- 
gierten Durchmessern  von  zwei  Kurven  des  Büschels  entstehen, 
oder  wenn  man  lieber  will,  man  beachte  das  auf  dieser  Geraden 
gelegene,  für  alle  Kurven  gemeinsame  Paar  konjugierter  Pole.) 

b)  Legt  man  durch  die  vier  Schnittpunkte  von  zwei  Parabeln 
einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so  bilden  die  durch  einen  Mittel- 
punkt gehenden  Durchmesser  der  Parabeln  ein  Paar  konjugierter 
Durchmesser  desselben. 

c)  ^ede  Ellipse  hat  mit  einem  beliebigen  Kegelschnitt  ein 
reelles  Paar  von  parallelen  konjugierten  Durchmessern. 

(Welche  Ausnahme  erleidet  der  Satz?) 

6)  a)  Alle  Kegelschnitte,  welche  dasselbe  Polardreieck  be- 
sitzen und  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich 
noch  in  drei  weiteren  Punkten. 

b)  Alle  Kegelschnitte,  welche  dasselbe  Polardreieck  besitzen 
und  eine  gegebene  Strecke  harmonisch  teilen,  haben  vier  Punkte 
gemeinschaftlich. 

c)  Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen 
und  eine  gegebene  Strecke  harmonisch  teilen,  haben  noch  einen 
vierten  Punkt  gemein. 

9)  Wenn  drei  Kegelschnitte  durch  dieselben  vier  Punkte 
-;ehen,  so  wird  jede  gemeinsame  Tangente  von  zweien  unter 
ihnen  durch  den  dritten  harmonisch  geteilt. 

10)  Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  durch  vier 
Punkte  gehen,  liegen  auf  einem  neuen  Kegelschnitte,  der  durch 
die  Mitten  je  zweier  Seiten  des  durch  die  vier  Punkte  gebildeten 
vollständigen  Vierecks  und   durch  die  Diagonalpunkte  desselben 
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geht.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  halbiert  jede  Strecke, 
durch  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Gegenseiten  mit  einander 
verbunden  werden. 

§  24. 
Die  Kegelschnittsschar. 

1.  Wenn  die  Gleichungen: 

(1)       9)  (U,,  U2,  Ug)  =  0,     tp  (U,,  Ujs,  Uj)  =  0 

zwei  Kurven  nter  Klasse  darstellen,  so  bilden  die  sämtlichen 
Kurven,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(2)  q>{u)  +  fitp(u)=^0 
dargestellt  werden  kann,  eine  Kurvenschar  nter  Klasse.  Statt 
die  Schar  durch  die  beiden  Kurven  (1)  zu  bestimmen,  kann  man 
auch  von  zwei  beliebigen  Kurven  der  Schar  (2)  ausgehen.  Jede 
Gerade,  welche  zwei  Kurven  der  Schar  berührt,  ist  auch  Tangente 
an  alle  ihre  Kurven.  Umgekehrt  kann  eine  Kurvenschar  nter  Klasse 
angesehen  werden  als  die  Gesamtheit  aller  Kurven  nter  Klasse, 
welche  mit  zwei  unter  ihnen  alle  Tangenten  gemeinsj:haftlich 
haben. 

Jede  Gerade  der  Ebene,  welche  nicht  von  allen  Kurven  der 
Schar  berührt  wird,  ist  Tangente  an  eine  einzige  Kurve  der  Schar. 
Wenn  nämlich  tp  (u')  und  tp  (u)  nicht  beide  verschwinden,  so 
giebt  es  immer  einen  einzigen  Wert  von  //,  für  den 
(f  (u)  +  fitp  (u )  =  0    ist. 

2.  Wenn  die  beiden  Kurven  (1)  von  der  zweiten  Klasse  sind, 
wenn  sie  demnach  die  Gleichungen  haben : 

(3)     -TA^xU,  ux  =  0,  2:Bi;c[Ui  ux)  ==  0, 
so  bilden  die  Kurven 

(4)     ^  (A,x  +  n/B.x)  ui  Ux  —  0 
eine  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse  oder  eine  Kegelschnitts- 
schar. 

Für  eine  solche  Schar  gilt  der  wichtige  Satz: 
Wenn  die  Geraden  (u)  und  (u  )  konjugierte  Polare 
in  Bezug  auf  zwei  Kurven  sind,  so  haben  sie  dieselbe 
Eigenschaft  für  alle  Kurven  der  Schar;  ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  giebt  es  stets  in  ihr  eine  einzige  Kurve,  für 
welche  die  Geraden  konjugierte  Polare  sind. 
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Sobald  die  Gleichungen  befriedigt  sind: 

HAiM  ui   u/  -.  0,   2:B,m  Ui  11,   —  0, 
ist  auch 

JS  (Atx  +  (iBtx)  Ui   ux  —  0. 

Werden  aber  die  ersten  Gleichungen  nicht  beide  erfüllt,  so 
kann  man  doch  den  Koefficienten  fi  so  bestimmen,  dafs  der  dritten 
Gleichung  genügt  wird. 

3.   Daraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die  Pole  einer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  die  Kur- 
ven einer  Kegelschnittsschar  liegen  auf  einer  zweiten 
geraden  Linie.  Nur  die  singulären  Geraden  der  der 
Schar  angehörenden  Punktepaare  haben  für  alle  Kurven 
der  Schar  denselben  Pol.  Diese  geraden  Linien  bilden 
im  allgemeinen  die  Seiten  eines  den  Kurven  gemein- 
samen Polardreiecks. 

Dieser  Satz  kann  einmal  auf  dem  in  §  23,  rt  angegebenen 
Wege  erhärtet  werden,  indem  man  in  der  Darlegung  nur  Punkt 
und  Gerade  mit  einander  vertauscht.  Indessen  möchten  wir  diese 
Herleitung  dem  Leser  überlassen  und  einen  rein  analytischen 
Beweis  liefern. 

Der  Pol  der  Geraden  (u )  in  Bezug  auf  die  Kur\'e  (4)  hat 
die  Gleichung: 

(5)     2:  (A  ix  +  fiBix)  Ui  ux  «  0. 

Diese  stellt,  wenn  wir  dem  Koefficienten  fd  alle  möglichen 
Werte  beilegen,  eine  gerade  Punktreihe  dar,  den  Ort  der  Pole 
der  Geraden  (u ). 

Nur  wenn  die  Gleichungen  2Aix  Ui  U;f  ««0  und  ^BixUt  U;f'— »0 
denselben  Punkt  darstellen,  ist  auch  die  Gleichung  (5)  die  Glei- 
chung desselben  Punktes.  Dann  müssen  aber  die  Gleichungen 
bestehen : 

2  Aix Ux'  =^  CO  2Bix ux,  2  A^x  Ux'  =—  a>  2'  B,x  u* , 

^AsxUx    =«  0}  2:BjxUx. 

Diese  Gleichungen  sind  die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Gerade 
(u  )  singulare  Gerade  der  Kurve  2  {A,x  —  <oBtx)  Ui  Ux  —  0  und 
diese  Kurve  eine  uneigentliche  Kurve  ist. 

Der  Schar  (4)  gehören  im  allgemeinen  drei  Punktepaare  an, 
nämlich  diejenigen  Kurven,  für  welche  der  entsprechende  Koeffi- 
cient  fi  der  Gleichung  genügt: 


lüO  S  24.     Die  Kegelschnittsschar. 

I    An  +//Bu      A,8+//B,,      A,3+^B,3    i 
(6)    !  A,i  +/iBi,     A,2  +^B^2     Asj3  +/t/B,8  I  =-  0. 

i  Asi  +//Bsi     A3,  +//B3V     As8  +//B33 
Ist  lii   eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  genügt  die  singulare 
Gerade  (u)  des  durch  die  Gleichung 

S{kir.   +  /f/iBix)  Ui  Ux  —  0 

dargestellten  Punktepaares  den  Gleichungen: 

(Aii+/WiBii)u,  +(Ai2+/^iBi,)U2'+(A,3+^iBi3)u8  =.0 

(7)  (A,,+//,B,,)u/+(A2,+//iB,,)u,'+(A,3+^,B,3)u3'=-0 

(A3,+/'iB3i)Ui'+(A32+|t/iB,2)u,,+(A88+//iB33)U3'=-0. 

Die  singulare  Gerade  (u")  des  Punktepaares,  welches  zu  der 
Wurzel  ^2  der  Gleichung  (6)  gehört,  ergiebt  sich  aus  den  Glei- 
chungen : 

(8)  (A,,+//,B.,,)u;'+(A,2+//2B2,)u,"+(A,3+^,B,3)u3"=.0 

(Asi+^aBg  i)UiH-(A3  2+1^,63  2)U2'+(A33+|t/2B38)U3'=0. 

Aus  den  Gleichungen  (7)  leiten  wir  durch  Multiplikation  mit 
Ui",  Uj',  Uj  und  aus  (8)  durch  Multiplikation  mit  u/,  uj',  Uj' 
je  eine  neue  Gleichung  her;  dadurch  werden  wir  zu  den  Rela- 
tionen geführt: 

^^(A,    +/t/,B,  )u/u     —0 
Zifii    +  jt/gB/  )  u/u     =  0. 

Da  wir  voraussetzen,  dafs  die  Gleichung  (6)  drei  ungleiche 
Wurzeln  hat,  so  sagen  die  letzten  Gleichungen  aus,  dafs  die 
Geraden  (u )  und  (u)  konjugierte  Polare  in  Bezug  auf  zwei  .ver- 
schiedene, und  somit  in  Bezug  auf  alle  Kurven   der  Schar  sind. 

Dasselbe  gilt  für  irgend  zwei  Gerade,  welche  singulare  Linien 
für  je  ein  Punktepaar  der  Schar  sind.  Die  drei  singulären  Geraden 
der  in  der  Schar  enthaltenen  Punktepaare  sind  also  die  Seiten 
eines  sich  selbst  konjugierten  Dreiecks  für  alle  Kurven  der  Schar. 

4.    Aus  dem  durchgeführten  Beweise  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  zwei  Kegel- 
schnitte gehen  im  allgemeinen  auch  durch  drei 
Punktepaare. 

Zwei  dieser  Punktepaare  seien  (1,  1)  und  (2,  2').  Dann 
sind  die  vier  geraden  Linien,  durch  welche  je  ein  Punkt  des  ersten 
Paares  mit  je  einem  Punkte  des  zweiten  Paares  verbunden  wird, 
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nämlich  die  Linien  (1,  2),  (1,  2),  (1',  2),  (!',  2)  gemeinschaftliche 
Tangenten  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte.  Analytische  Aus- 
drücke erhalten  wir  aber  auch,  wenn  die  Punkte  selbst  imaginär 
sind.  Indem  wir  auch  imaginäre  Tangenten  zulassen,  können 
wir  den  Satz  aussprechen: 

Zwei  Kegelschnitte  haben  im  allgemeinen  vier  Tan- 
genten gemeinschaftlich. 

5.  Der  Pol  der  Geraden  (u )  in  Bezug  auf  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  (9)  hat  die  Gleichung: 

2:{Ain  +/l/B«r)u*Ux'  — 0. 
Damit  dieser  Punkt  mit  dem  Punkte: 

(9)      /,Ui    +  /,U2   +  /sUj   =-  0 

identisch  wird,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 
QYi  ^  2:{Ai>c  +  //Bix)  ux 

Qy%  ^  2  [kix  +  iStx  )  Ux 

Aus   diesen   Gleichungen   ergeben   sich   im   allgemeinen   die 
Verhältnisse  von  Ui ',  u* ',  U3 '  eindeutig,  nachdem  der  Koefficient  ft 
und  damit  der  Kegelschnitt  fest  gewählt  ist.    Lassen  wir  aber  ^ 
alle  Werte  annehmen,   oder,   was  dasselbe  ist,   suchen  wir  die 
Polare  des  Punktes   in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar,  so  er- 
halten wir  unendlich  viele  Gerade,  welche  der  Gleichung  genügen: 
7,     ^AixUx'    -TBixUx' 
(10)       y,     Skixux     2:B2xUx'i— 0. 
78     ^AsxUx'     -TBsxUx'  i 

Die  Geraden  sind  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt,  welcher 
von  den  Seiten  des  gemeinsamen  Polardreiecks  berührt  wird. 

G.  Von  dem  Punkte  (9)  aus  kann  man  zwei  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt  (10)  legen.  Diejenigen  beiden  Kurven  der  Schar, 
von  denen  je  eine  dieser  Tangenten  berührt  wird,  gehen  durch 
den  Punkt.  Daher  sind  die  beiden  Geraden  konjugierte  Polare 
von  einander  in  Bezug  auf  diese  beiden  und  zugleich  in  Bezug 
auf  alle  Kurven  der  Schar;  sie  liegen  also  harmonisch  zu  jedem 
Paare  von  Tangenten,  welches  von  dem  Punkte  aus  an  irgend 
eine  Kurve  der  Schar  gelegt  werden  kann.  Alle  diese  Tangenten 
bilden  eine  Involution,  deren  Hauptstrahlen  die  Tangenten  an 
diejenigen  beiden  Kegelschnitte  sind,  welche  durch  den  Punkt 
gehen. 
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Indem  wir  es  dem  Leser  überlassen,  diese  Sätze  analytisch 
zu  beweisen,  fassen  wir  die  Ergebnisse  in  folgendem  Satze  zu- 
sammen: 

Die  von  einem  beliebigen  Punkte  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schar  gelegten  Tangenten  bilden  eine 
Involution,  deren  Hauptstrahlen  die  Tangenten  an  die- 
jenigen beiden  Kurven  der  Schar  sind,  welche  durch 
den  Punkt  gehen.  Diese  beiden  Tangenten  bilden  ein 
Paar  konjugierter  Polaren  für  alle  Kegelschnitte  der 
Schar. 

Daneben  machen  wir  noch  auf  den  folgenden  Satz  auf- 
merksam : 

Die  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  konstruieren,  welcher  vier 
gegebene  Gerade  berührt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht, 
läfst  im  allgemeinen  zwei  Lösungen  zu. 

Übungen : 

1)  Man  untersuche  die  Schar,  welche  durch  die  Kurven  be- 
stimmt ist: 

5uf  +  4u|  +  3u|  +  6U1U2  +  4ü,u,  +  •Ju,U3  =-  0 

"1   +"1+^5  +Ul"2  +"1^3   +"2^3  =='^- 

2)  Eine  Kegelschnittsschar  enthält  entweder  eine  einzige  oder 
unendlichviele  Parabeln. 

3)  Jede  Gerade  durch  den  Schnittpunkt  von  zwei  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Schar  hat  die  Eigenschaft,  dafs  ihre 
Pole  in  Bezug  auf  die  Kurven  der  Schar  in  einer  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Geraden  liegen; 

mit  andern  Worten: 

Die  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  zwei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  gehen,  lassen  sich  einander  involu- 
torisch  so  zuordnen,  dafs  die  entsprechenden  Geraden  konjugierte 
Polare  in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar  sind. 

4)  Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  vier  gerade 
Linien  berühren,  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  die 
Mitten  der  drei  Diagonalen  dts  von  den  Tangenten  gebildeten 
Vierseits  geht. 

5)  Die  drei  Paare  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
werden  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  in  Strahlenpaaren  einer 
Involution  projiziert. 
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(J)  Die  in  einem  Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte  an  sie 
gelegten  Tangenten  liegen  harmonisch  zu  den  beiden  Tangenten, 
welche  von  dem  Punkte  aus  an  eine  dritte  Kurve  der  durch  die 
beiden  ersten  bestimmten  Schar  gelegt  werden  können. 

7)  Man  übertrage  die  in  Übung  8)  a),  b),  c)  zu  §  23  ange- 
gebenen Sätze. 

8)  Fortsetzung  der  Übung  4)  zu  §  21. 

a)  Wenn  y»  (x)  «  0,  (p^  (x)  =-  0,  9>8  (x)  —  0  . . .  Gleichungen 
von  Kurven  nter  Ordnung  sind,  so  nennt  man  die  Gesamtheit 
aller  Kurven,  welche  für  beliebige  Konstante  Xy^  X^y  X^  .  .  .  m 
der  Form: 

(a)  X.ify^  (x)  +  Xtif^  (x)  +  ^,9)3  (x)  .  .  .  =  0 
dargestellt  werden  können,  ein  Linearsystem  von  Kurven 
nter  Ordnung.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Gleichungen 
^j  ==  0,  9)«  =  0,  9P3  =  0 . .  .  von  einander  unabhängig  sind,  dafs 
z.  B.  9)3  nicht  auf  die  Form  X^tpi  +  X%{pi,  (p^  nicht  auf  die  Form 
X\(p\  +  X%(pt  +  >ls9^8  u.  s.  w.  gebracht  werden  kann,  mit  andern 
Worten,  dafs  es  unmöglich  ist,  ein  System  der  Konstanten  >li, 
Xiy  As  .  .  .  derartig  zu  bestimmen,  dafs  die  linke  Seite  von  (a) 
identisch  verschwindet.  Wenn  das  Linearsystem  durch  r  von 
einander  unabhängige  Kurven  bestimmt  ist,  so  sind  die  r  Koeffi- 
cienten  Xy  .  .  .  Xx  wesentlich;  demnach  enthält  das  System  eine 
(r  —  l)-fache  Unendlichkeit  von  Kurven. 

Ebenso  setzt  man  aus  mehreren  Gleichungen,  welche  in 
Linienkoordinaten  den  Grad  m  haben,  ein  Linearsystem  von  Kurven 
mter  Klasse  zusammen. 

b)  Denken  wir  uns  eine  Kurve  zweiter  Klasse: 

{ß)     SatxUi  ux  =»0 
gegeben,   so   kann   man  fünf  von  einander  unabhängige  Kurven 
zweiter  Ordnung  Szix^i  xx  =-  0  finden,  deren  Koefficientcn  der 
Bedingung  2:aixaix  «  0  genügen.     Wenn  etwa  «ss  —  1  ist,  so 
befriedigt  man  die  Forderung  durch  die  Festsetzungen: 
au  =  1,  aix  =  a^,  =  a,3  =*  a^s  =0,  ass  —  —  au, 
ait  =  1,  au  ^^^%%  —  ais  =a«3  —0,  ass  *— —  2ait, 
a„  =-1,  au  —an  «—au  «ats  —0,  ass  "  — -««i, 

Demnach  steht  mit  der  gegebenen  Kurve  (ß)  in  enger  Be- 
ziehung das  Linears3Stem  zweiter  Ordnung: 
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(r)    ^iXf  4-  ^jX,X,  +  ^gXf  +  ^4X1X3  +  ^jXjXg 

Diesem  System  gehört  jeder  Kegelschnitt  an,  welcher  einem 
Polardreieck  der  Kurve  (ß)  umgeschrieben  ist.  Die  Paare  kon- 
jugierter Polaren  der  gegebenen  Kurve  sind  die  Geradenpaare  des 
Systems,  und  jede  Tangente  von  (ß)  ist  eine  Doppelgerade  des 
Linearsystems  (y). 

c)  Jetzt  setze  man  umgekehrt  ein  vierfach  unendliches  Linear- 
system von  Kurven  zweiter  Klasse  in  Beziehung  zu  einer  gegebenen 
Kurve  zweiter  Ordnung. 

d)  Man  ersetze  die  Kurve  (ß)  durch  ein  Punktepaar  oder 
einen  Doppelpunkt  und  gebe  dann  die  Eigenschaften  des  entspre- 
chenden Linearsystems  an.  Dabei  lege  man  die  Gleichung  (ß) 
in  der  einfachsten  Form  zu  Grunde. 

e)  Ebenso  ordne  man  einem  Geradenpaar  oder  einer  Doppel- 
geraden ein  System  von  Kurven  zweiter  Klasse  zu. 

f)  Es  seien  die  beiden  Kurven  gegeben: 

(6)  2aixUt  ux  =  0,  2:ßtxUi  Ux  =  0; 
man  soll  alle  diejenigen  Kurven  zweiter  Ordnung  2aix  x<  xx  ==»  0 
untersuchen,  deren  Koefficienten  den  Gleichungen  genügen: 
2:^ixccix  =  0,  JSaixßtx  =  0. 
Dabei  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  dafs  die  durch  die 
Kurven  (ö)  bestimmte  Schar  eine  allgemeine  ist.  Alsdann  haben 
diese  Kurven  ein  gemeinsames  Polardreieck.  Jeder  um  dies  Drei- 
eck beschriebene  Kegelschnitt  gehört  dem  Linearsystem  an;  aber 
dasselbe  enthält  noch  andere  Kurven.  Um  alle  Kegelschnitte  des 
Systems  zu  finden,  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  Jti 
aus  und  bestimmen  zwei  weitere  Punkte  Xt  und  ^a,  welche  der 
ersten  Kurve  gegenüber  sowohl  unter  einander  als  auch  zu  ^i 
konjugierte  Pole  sind;  ebenso  mögen  die  Punkte  Xi,  x%\  x%'  die 
Ecken  eines  Polardreiecks  der  zweiten  Kurve  (6)  bilden;  der  durch 
die  fünf  Punkte  jr,,  jrt,  jtj,  Jtt'  und  Jt»'  gelegte  Kegelschnitt 
gehört  dem  Linearsystem  an.  Jeder  solche  Kegelschnitt  ist  auch 
unendlich  vielen  Polardreiecken  einer  jeden  Kurve  der  Schar  (d) 
umbeschrieben;  nimmt  man  auf  einem  Kegelschnitt  des  Linear- 
systems einen  beliebigen  Punkt,  so  schneidet  denselben  die  Polare 
des  Punktes  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Kurve  der  Schar  in  zwei 
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Punkten,  welche  konjugierte  Pole  för  dieselbe  Kurve  sind.  (Man 
formuliere  den  entsprechenden  Lehrsatz.) 

Die  Schar  (6)  enthalt  drei  Punktepaare  und  ist  durch  zwei 
von  ihnen  bestimmt.  Demnach  ist  das  der  Schar  (d)  entsprechende 
Linearsystem  auch  definiert  als  die  Gesamtheit  derjenigen  Kurven 
zweiter  Ordnung,  für  welche  die  Punkte  zweier  Paare  je  konju- 
gierte Pole  sind.  Hiernach  lassen  sich  die  dem  System  ange- 
hörenden Linienpaare  leicht  konstruieren :  Man  nehme  eine  Gerade 
des  Paares  willkürlich,  suche  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  den 
Verbindungsgeraden  der  Punkte  eines  Paares  je  den  vierten  har- 
monischen Punkt  und  verbinde  diese  Punkte  durch  eine  neue 
Gerade.  (Welche  Besonderheiten  können  sich  bei  spccieller  Wahl 
der  Geraden  ergeben?) 

Nachdem  zwei  Punktepaare  der  Schar  (d)  gegeben  sind,  kann 
man  das  dritte  Paar  sehr  einfach  konstruieren.  Die  Punkte  dieses 
Paars  bilden  auch  konjugierte  Pole  für  jeden  Kegelschnitt  des 
Systems.  Sobald  man  zwei  Paare  konjugierter  Pole  eines  Kegel- 
schnitts kennt,  kann  man  ein  drittes  Paar  leicht  finden. 

Dem  Linearsystem  gehören  vier  Doppelgerade  an,  nämlich 
die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Schar  (d). 

Unter  der  gemachten  Annahme  können  wir  die  Kurven  (d) 
durch  dieselben  drei  Quadrate  darstellen  in  der  Form: 

a,ul+a,ul+a,ul=^0,  ß,u\  + /9,u|  +  i^sU»  =  0. 
Jetzt  bssen  sich  drei  Konstante  a,,  a«,  a^  so  bestimmen,  dafs  das 
Linearsystem   für  beliebige   Werte  von  ^, ,   ^t>   ^s   alle  Kurven 
enthält,  deren  Gleichung  ist: 

a,xf  +  a^xl  +  agxl  +  2X,x,x,  +  2X,x,x,  +  2X,x,x,  -  0. 
Man  bestimme  hiernach  die  Geradenpaare  und  die  Doppclgeraden 
des  Systems  und  verifiziere  die  oben  angegebenen  Sätze. 

g)  Man  gehe  umgekehrt  von  zwei  Kurven  zweiter  Ordnung 
aus  und  untersuche  das  zugehörige  Linearsystem  von  Kurven 
zweiter  Klasse. 

h)  Es  seien  die  drei  Kurven  zweiter  Klasse 

i:aixUi  Ux  ^  0,   SßixUi  Ux  —  0,   2'7<*Ui  U;r  —  0 

und  damit  das  Linearsystem 

2  {filttiM    +  fdtßlM   +  fi%7*»)  Ul    ux   —  0 

gegeben;    man   soll   demselben   in   der   angegebenen  Weise  ein 
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Linearsystem  ^(XiZix  +  Xihty.  +  X^Cix)  xiXx— »0  zuordnen.  Wir 
wollen  annehmen,  zur  Bestimmung  des  ersten  Systems  seien  drei 
Punktepaare :  (aa\  {ßß'\  (yy)  gegeben ;  dann  kann  man  unendlich 
viele  weitere  Punktepaare  des  Systems  konstruieren.  Die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  eines  solchen  Paares  ist  die  eine  Gerade 
eines  dem  andern  System  angehörenden  Geradenpaares:  man  ziehe 
z.  B.  die  Gerade  aa  und  suche  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  ßß 
und  yy  je  den  vierten  harmonischen  Punkt  in  Bezug  auf  die 
Punkte  des  entsprechenden  Paares;  die  Verbindungslinie  der  ge- 
fundenen Punkte  bildet  mit  (aa)  ein  dem  zweiten  System  ange- 
hörendes Geradenpaar.  Von  jedem  Punkte  eines  dem  ersten 
System  angehörenden  Punktepaares  geht  ein  Geradenpaar  des 
zweiten  aus.  Umgekehrt  enthält  jede  Gerade  eines  Geradenpaares 
ein  Punktepaar;  der  singulare  Punkt  eines  Geradenpaares  bildet 
mit  einem  zweiten  Punkte  ein  Punktepaar  des  ersten  Systems. 

Die  enge  Beziehung,  welche  hiernach  zwischen  den  beiden 
Systemen  besteht,  macht  die  Untersuchung  sehr  einfach  und  über- 
sichtlich. Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  interessanten 
Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

§  25. 

Ein  specieller  Kegelschnittsbüschel 

1.  Wir  haben  im  vorletzten  Paragraplien  angenommen,  dafs 
die  beiden  Kegelschnitte,  durch  w^elche  der  Büschel  bestimmt  wird, 
eine  allgemeine  Lage  zu  einander  haben,  mit  andern  Worten,. 
einander  nicht  berühren.  Es  liegt  uns  fern,  eine  Einteilung  der 
Büschel  vorzunehmen  und  dementsprechend  alle  Lagen  zu  be- 
sprechen, welche  zwei  Kegelschnitte  gegen  einander  einnehmen 
können.  Nur  einen  ganz  speciellen  Fall  wollen  wir  einer  nähern 
Betrachtung  unterziehen,  nämlich  den  Fall,  dafs  der  Büschel  eine 
Doppelgerade  enthält.  Indem  wir  die  Doppelgerade  mit  der  dritten 
Seite  des  Koordinatendreiecks  zusammenfallen  lassen,  gehen  wir 
von  den  beiden  Kurven  aus: 

(1)     2aixKi  xx  —  0,    x|  —  0 
und   können   eine   beliebige   Kurve   des   Büschels   in    der   Form 
schreiben: 

(2)     2:a,xx,xx  +  fi^l  —  <>• 
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Wir  bescliränken  uns  auf  den  Fall,  dafs  die  erste  Gleichung 
O)  einen  eigentlichen  Kegelschnitt  darstellt. 

2.  Da  jeder  Punkt  der  Linie  X|  — ■  0  in  Bezug  auf  die  Doppel- 
gerade  zu  allen  Punkten  der  Ebene  konjugierter  Pol  ist,  so  ist 

a)  die  Polare  zu  irgend  einem  Punkte  dieser  Geraden  in 
Bezug  auf  die  erste  Kurve  (1)  Polare  desselben  Punktes  für  alle 
Kurven  des  Büschels  (2); 

b)  der  Pol  der  Geraden  Xs  =-  0  in  Bezug  auf  die  erste  Kurve 
ist  Pol  dieser  Geraden  für  alle  Kurven. 

Der  in  b)  genannte  Punkt  und  alle  Punkte  der  Geraden 
X;)  »B  0  haben  also  gemeinsame  Polaren  für  alle  Kurven  des 
Büschels.  Diese  Eigenschaft  kann  aber  keinem  weiteren  Punkte 
zukommen;  denn  für  die  Doppelgerade  fällt  die  Polare  eines  jeden 
nicht  in  ihr  enthaltenen  Punktes  mit  ihr  selbst  zusammen. 

3.  Diese  Sätze  können  wir  auch  leicht  analytisch  beweisen. 
Die  Polare  eines  Punktes  (x')  in  Bezug  auf  die  Kurve  (2)  ist: 

(3)  J&aixXtXx'  +  jMXsXs'  *-  0. 
Wenn  wir  den  Punkt  (x)  auf  der  Geraden  xs  =» 0  annehmen, 
also  X3'=»0  setzen,  so  fällt  der  Koefficient  fi  ganz  weg;  ein 
solcher  Punkt  hat  für  alle  Kurven  des  Büschels  dieselbe  Polare. 
Da  man  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (3)  in  der  Form  schreiben 
kann: 

Xi'(auXi  +ai2X2  +  3,3X3)  +  x«' (a^iXi  +3,2X3  +a,sXs)  — 0, 
so  gehen  die  Polaren  zu  den  Punkten  der  Geraden  Xs  «»  0  durch 
den  Schnittpunkt  der  Geraden: 

(4)  ajiXi+aijXs+aigXg^O,  a^jX^  +  a,jX, +a,,x,  — 0. 

4.  Wenn  Xg'  von  null  verschieden  ist,  so  kann  die  Gleichung 
<3)  nur  unter  der  Bedingung  von  ^  unabhängig  sein,  dafs  die 
Gleichungen  x«  =»  0  und  2'a/xXi  Xx'  =-  0  dieselbe  Gerade  darstellen. 
In  diesem  Falle  müssen  in  der  letzten  Gleichung  die  Koefficienten 
von  Xi   und  \%  verschwinden;  es  mufs  daher 

JTa.xXx  =-0,  2^a,xxx'  — 0 
sein.     Der  Punkt  (x )  mufs  der  Schnittpunkt  der  Linien  (4),  der 
l^ol  der  Geraden  Xs  =*■  0  sein. 

5.  Wie  die  Gleichung  (3)  oder  auch  eine  einfache  Über- 
legung zeigt,  schneiden  sich  die  Polaren  eines  Punktes,  falls  sie 
nicht  zusammenfallen,  in  einem  Punkte  der  Doppelgeraden.  Ist 
p  die  Doppelgerade,  x  ihr  gemeinsamer  Pol,  //  ein  beliebiger 
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Punkt  der  Ebene,  ß  der  Schnittpunkt  von  fut  mit  p,  a  der  gemein- 
same Pol  zu  Jtßy  so  gehen  die  Polaren  des  Punktes  fi  durch  den 
Punkt  a.     Dieser  selbe  Punkt  «  liegt  auch  in   den   Polaren  zu 


allen  andern  Punkten  der  Geraden  jtß.  Umgekehrt  schneiden 
sich  die  Polaren  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  xa  im 
Punkte  ß, 

6.  Die  gemeinschaftliche  Polare  zum  Punkte  ß  für  die  Kurven 
des  Büschels  ist  die  Gerade  ajt.  Der  Pol  einer  beliebigen  durch 
ß  gehenden  Geraden  q  in  Bezug  auf  irgend  eine  Kurve  des  Büschels 
ist  auch  konjugierter  Pol  zu  ß  selbst;  er  mufs  daher  auf  der 
Geraden  «jr  liegen. 

Wenn  die  Pole  einer  Geraden  nicht  zusammenfallen, 
so  liegen  sie  in  einer  Geraden,  welche  durch  den  Pol 
der  Doppelgeraden  hindurchgeht. 

Soll  diese  Gerade  q  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  berühren, 
so  mufs  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die  berührte  Kurve  in  q  hinein- 
fallen; der  Berührungspunkt  ist  also  der  Schnittpunkt  von  q  mit 
der  Geraden  ajt. 

Jede  Gerade  der  Ebene  (mit  Ausschlufs  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten)  wird  von  einer  einzigen  Kurve 
der  Schar  berührt. 
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7.  Auch  diese  Sätze  gehen  sehr  leicht  aus  der  Gleichung  (3) 
hervor.     Damit  der  Punkt  (x)  der  Pol  der  Geraden: 

(5)    b,Xj  +  b,x,  +  bjx,  -  ü 
in  Bezug  auf  die  Kurve  (2)  sei,  mufs  sein  : 

(6)    Szixxx  :  2:a,»x«'  —  bj  :  b,. 

Die  Pole  der  Geraden  (5)  liegen  also  in  einer  Geraden,  welche 
durch  den  Pol  der  Doppelgeraden  hindurchgeht.  In  die  Gleichung 
(6)  tritt  der  Koefficient  bs  der  ersten  Geraden  nicht  ein;  also 
enthält  die  gefundene  Gerade  (15)  die  Pole  zu  allen  geraden  Linien, 
von  denen  die  Doppelgerade  in  demselben  Punkte  geschnitten 
wird. 

Der  Berührungspunkt  der  Geraden  (5)  mit  einer  Kurve  des 
Büschels  muls  nicht  nur  der  Gleichung  (G),  sondern  auch  der 
Gleichung  bix/ +  b^x/ +  bsXs' =»0  genügen;  es  giebt  also  nur 
einen  einzigen  solchen  Punkt. 

8.  Hiernach  hat  der  betrachtete  Büschel  auch  die  Eigenschaften 
einer  Schar.  In  der  That  kann  man  die  durch  die  Gleichung  (2) 
bestimmte  Kurve  in  Linienkoordinaten  darstellen,  indem  man  in 
der  Gleichung  (9)  (§  14,  10  S.  89)  den  Koefficienten  ajt  durch 
^M  +/^  ersetzt.  Auch  in  diese  Gleichung  tritt  fi  nur  linear  ein; 
die  neue  Gleichung  stellt  also  eine  Kurvenschar  dar. 

9.  Falls  die  Gerade  xj  =  0  die  erste  Kurve  (1)  nicht  berührt, 
gehört  der  gemeinschaftliche  Pol  dieser  Linie  ihr  nicht  an.  Die 
Kurven  des  Büschels  haben  mit  der  Geraden  Xj  =—  0  dieselben 
beiden  (reellen  oder  imaginären)  Punkte  und  in  ihnen  die  Tan- 
genten gemeinschaftlich;  sie  gehen  eine  doppelte  Berührung  ein. 

Gehört  der  Punkt  a  auf  der  Doppelgeraden  (Fig.  S.  Hi8)  der 
ersten  Kurve  (1)  nicht  an,  so  geht  die  gemeinsame  Polare  xß 
desselben  durch  ihn  nicht  hindurch.  Da  jetzt  auch  xa  die  gemein- 
schaftliche Polare  des  Punktes  ß  ist,  so  ist  das  Dreieck  xaß 
Polardreieck  zu  allen  Kurven  des  Büschels.  Der  Büschel  besitzt 
unendlich  viele  gemeinsame  Polardreiecke.  Wählt  man  ein  solches 
zum  Koordinatendreieck,  so  ist  die  Gleichung  der  ersten  Kurve: 

«ly?  +  «jyi  +  «sYl  —  ^' 
wo  Yi  =  xs  ist.     Demnach  kann   man  den  Büschel  auch  in  der 
Form  darstellen: 

(7)    a.yf  +  «.y!  +  «Tl  -  «. 
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wo   tti  -\-  f4  ^=  V   gesetzt   ist.     In  Linienkoordinaten   wird   diese 
Gleichung : 


x  +  l.  +  pv|-0, 


WO  p  =      sein  soll. 

V 

10.  Wenn  die  Gerade  x^  =-  0  die  erste  Kurve  berührt,  kann 
man  die  Gleichung  derselben  auf  unendlich  verschiedene  Weisen 
auf  die  Form  bringen: 

Dadurch  geht  die  Gleichung  des  Büschels  über  in 
(8)     y|  +  2ay,y,  +  ^y|  =  0. 

Die  Kurven  berühren  einander  im  Punkte  (1,  0,  0)  und  haben 
keinen  weiteren  Punkt  gemeinschaftlich.  Wir  dürfen  uns  denken, 
dafs  in  diesem  Punkte  sich  die  vier  Schnittpunkte  vereinigt  hätten. 

Dem  Büschel  gehört  aufser  der  Doppelgeraden  kein  Linien- 
paar an;  auch  giebt  es  aufser  den  Punkten  dieser  Geraden  keinen 
Punkt,  für  den  die  Polaren  zusammenfallen. 

11.  Besonders  wichtig  wird  der  Büschel  (2),  wenn  die  Doppel- 
gerade mit  der  unendlichfernen  Geraden  zusammenfällt.  Dann 
gehen  die  Brüche  X2  :  xs  und  Xi  :  Xa  in  die  Cartesischen  Koordi- 
naten X,  y  über.  Wenn  jetzt  zunächst  die  unendlichferne  Gerade 
nicht  alle  Kurven  des  Büschels  berührt,  so  dürfen  wir  die  Gleichung 
(7)  in  der  Form 

zu  Grunde  legen,  wo  a  und  ß  feste  Werte  haben.  Aus  dieser 
Gleichung  geht  hervor,  dafs  die  Kurven  nicht  blofs  den  Mittel- 
punkt, sondern  auch  die  Richtungen  alier  Paare  konjugierter 
Durchmesser  gemeinschaftlich  haben.  Auch  haben  entsprechende 
Durchmesser  für  je  zwei  Kurven  dasselbe  Verhältnis.  Wir  sagen 
daher,  alle  diese  Kurven  seien  ähnlich  und  koaxial. 

Einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  ist  in  Bezug  auf  alle 
Kurven  des  Büschels  derselbe  unendlichferne  Punkt  als  gemein- 
samer Pol  zugeordnet;  es  ist  dies  der  unendlichferne  Punkt  des- 
jenigen Durchmessers,  der  zu  dem  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehenden  Durchmesser  konjugiert  ist.  Auf  der  Geraden,  durch 
welche  der  gegebene  Punkt  mit  seinem   gemeinsamen  Pole  ver- 
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bunden  wird,  liegen  diese  beiden  Punkte  harmonisch  in  Bezug 
auf  die  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Kurve  des  Systems;  der 
gegebene  Punkt  ist  die  Mitte  für  alle  Sehnen,  welche  in  dieser 
Geraden  liegen. 

Umgekehrt  enthält  jede  Gerade,  die  nicht  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kurven  geht,  ein  Paar  gemeinschaftlicher  konjugierter 
Pole,  von  denen  der  eine  unendlichfern  liegt.  Also  haben  alle 
Sehnen,  die  in  einer  beliebigen  geraden  Linie  liegen,  dieselbe 
Mitte.  Zwischen  zwei  verschiedenen  Kurven  des  Büschels  werden 
auf  einer  jeden  Geraden  gleiche  Strecken  begrenzt;  wenn  die 
Gerade  von  der  einen 
Kurve  in  a  und  a, 
von  der  andern  in 
ii  und  ß'  geschnitten 
wird,  so  ist 

aß-  —  aß, 

aß  =  aß'. 

Jede  Gerade  wird 

von  einer  Kurve  des 

Büschels  berührt;  der 

Berührungspunkt  ist 

die  Mitte  für  alle  in  ^  ^^ 

der  Geraden  liegen- 
den Sehnen. 

Zu  einer  jeden  Geraden,  die  nicht  durch  den  Mittelpunkt 
geht,  giebt  es  eine  gemeinsame  Polare.  Ist  g  eine  beliebige 
Gerade  der  Ebene,  g'  der  zu  ihr  parallele  und  h  der  zu  g'  kon- 
jugierte Durchmesser,  so  liegen  alle  Pole  von  g  auf  dem  Durch- 
messer h. 

12.  Wenn  die  Koefficienten  a  und  ß  der  Gleichung  (9)  beide 
positiv  sind,  so  stellt  dieselbe  für  positive  Werte  von  fi  eine 
Ellipse,  für  negative  eine  imaginäre  Kurve  dar.  Ist  dagegen  a 
positiv,  ß  negativ,  so  genügen  der  Gleichung  nur  Hyperbeln  mit 
gemeinschaftlichen  Asymptoten;  nur  für  ^—0  geht  die  Kurve 
in  das  Asymptotenpaar  selbst  über.  Für  einen  positiven  Wert 
von  fi  ist  die  x-Axe  die  reelle,  für  einen  negativen  Wert  die 
imaginäre  Axe. 
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Wenn  man  den  einen  von  zwei  ähnlichen  und  koaxialen 
Kegelschnitten  beliebig  bewegt,  so  bleiben  die  Kurven  ähnlich.  Wir 
dürfen  daher  sagen: 

Eine  Kurve,  die  zu  einer  Ellipse  ähnlich  ist,  ist  entweder 
ebenfalls  eine  Ellipse  oder  ein  imaginärer  Kegelschnitt;  zu  einer 
Hyperbel  sind  nur  Hyperbeln  mit  gleichem  Asymptotenwinkel 
ähnlich. 

13.   An  letzter  Stelle  betrachten  wir  die  Gleichung: 
y2  —  2ax  4-^  =  0  oder  y*  =  2a  (x  +  v). 

Diese  Gleichung  stellt  für  einen  beliebigen  Wert  von  v  eine 
Parabel  mit  dem  Parameter  a  dar.  Denkt  man  sich  eine  Parabel 
des  Büschels  parallel  so  verschoben,  dafs  die  Axe  in  Deckung  mit 
ihrer  Anfangslage  bleibt,  so  gelangt  man  zu  allen  Kurven  des 
Büschels. 

Übungen: 

1)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung  sind, 
so  wird  das  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  dem  Schnitt- 
punkte mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  gelegene  Stück  einer 
Tangente  des  einen  durch  den  andern  harmonisch  geteilt. 

(Im  Punkte  «  des  einen  Kegelschnitts  werde  an  ihn  eine 
Tangente  gelegt,  welche  die  gemeinsame  Sehne  in  ß,  den  andern 
Kegelschnitt  in  y  und  6  trifft;  die  Punkte  /  und  ö  liegen  zu  a 
und  ß  harmonisch.) 

2)  a)  Schneidet  eine  Gerade  eine  Hyperbel  in  den  Punkten 
a  und  d,  ihre  Asymptoten  in  ß  und  ß'y  so  ist  aß^^dß^^  aß'^^dß, 

(Die  Asymptoten  bilden  ein  Geradenpaar,  welches  in  dem 
obigen  Sinne  zu  der  Hyperbel  ähnlich  ist.) 

b)  Das  zwischen  den  Asymptoten  gelegene  Stück  einer  Tan- 
gente wird  im  Berührungspunkte  halbiert. 

c)  Man  konstruiere  beliebig  viele  Punkte  einer  Hyperbel,  von 
der  die  Asymptoten  und  ein  Punkt  gegeben  sind. 

d)  Man  soll  die  zweite  Asymptote  einer  Hyperbel  finden, 
von  der  die  eine  Asymptote  und  drei  Punkte  gegeben  sind. 

§  26. 
Der  Pascalsche  Satz. 

1.  Wie  wir  gesehen  haben,  ist  ein  Kegelschnitt  durch  fünt 
Punkte  bestimmt;   zwischen  sechs  seiner  Punkte  mufs  also  eine 
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gewisse  Beziehung  bestehen.    Diese  aufzusuchen  soU  unsere  Auf- 
gabe sein. 

Die  sechs  Punkte  seien  a,  /?,  y,  «5,  *,  g.  Alle  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  vier  Punkte  a,  ß,  y,  6  hindurchgehen,  bilden 
einen  Büschel,  der  durch  zwei  dieser  Kurven  bestimmt  wird.  Zu 
diesen  Kurven  wählen  wir  die  Geradenpaare  aß,  yd  und  ad,  ßy. 


Nun  wollen  wir  die  Gleichung  einer  Geraden  symbolisch  durch 
Angabe  zweier  Punkte  bezeichnen,  welche  in  der  Geraden  liegen. 
Alsdann  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Geradenpaare  aß  .  yö 
und  ad  .  ßy.  Dem  durch  diese  beiden  Geradenpaare  bestimmten 
Büschel  gehört  auch  die  gegebene  Kurve  an;  somit  hat  ihre 
Gleichung  die  Form: 

aß  .yö  -^-k  ,aö  .ßy^O. 
Man   kann   aber   den   linearen  Ausdruck,   durch  deren  Ver- 
schwinden eine  gerade  Linie  dargestellt  wird,  mit  einer  beliebigen 
Konstanten   multiplizieren;    daher  kann  man   der  Gleichung  die 
specielle  Gestalt  geben: 

(1)  aß.yö^aö.ßy. 

Unsere  Kurve  geht  auch  durch  die  Punkte  d,  «,  g,  a;   man 
kann  daher  ihre  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

(2)  de.  ga  — fg.  ad. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sollen  nicht  nur  dieselbe  Kurve 
darstellen;  wir  können  auch  durch  Multiplikation  mit  geeigneten 
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Konstanten  bewirken,  dafs  sie  vollständig  identisch  werden.  Dann 
ergiebt  sich  durch  Subtraktion  eine  neue  Gleichung,  welche  für 
alle  Koordinatenwerte  befriedigt  wird;  es  ist  dies  die  Gleichung: 

Die  Unke  Seite  dieser  Gleichung  wird  gleich  null 

a)  für  die  Punkte  a  und  6, 

b)  für  den  Schnittpunkt  X  der  Geraden  aß  und  6s, 

c)  für  den  Schnittpunkt  v  der  Geraden  yd  und  ga. 

Für  diese  Punkte  mufs  auch  die  rechte  Seite  verschwinden. 
Die  Punkte  X  und  v  liegen  aber  nicht  in  der  Geraden  aö;  folg- 
lich müssen  sie  der  Geraden  ßy  —  fg  angehören.  Diese  Gerade 
geht  aber  durch  den  Schnittpunkt  fi  der  Geraden  ßy  und  «J. 
FolgHch  liegen  die  drei  Punkte  X,  fi,  v  in  gerader  Linie. 

Für  das  Sechseck  aßyöe^  sind  die  Seiten  aß  und  de,  ßy  und 
tg,  yd  und  go  je  gegenüberliegende  Seiten.  Unsere  Untersuchung 
hat  uns  also  auf  den  berühmten  Pascalschen  Satz  geführt: 

Die  drei  Durchschnittspunkte  der  Paare  von  Gegen- 
seiten eines  in  einen  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Sechseckes  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

2.  Ein  Sechseck,  dessen  Gegenseiten  sich  paarweise  in  drei 
Punkten  einer  geraden  Linie  schneiden,  heifst  ein  Pascalsches 
Sechseck;  die  Gerade,  in  welcher  die  Schnittpunkte  der  Paare 
von  Gegenseiten  liegen,  wird  die  zugehörige  Pascalsche  Linie 
genannt.  Wir  sprechen  den  soeben  gefundenen  Satz  auch  in 
folgender  Weise  aus: 

Sechs  Punkte  können  nur  dann  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen»  wenn  sie  dieEckpunkte  eines  Pascalschen 
Sechseckes  bilden. 

3.  Dieser  Satz  dient  dazu,  beliebig  viele  Punkte  eines  durch 
fünf  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  auf  linearem  Wege  zu  be- 
stimmen. Durch  die  fünf  Punkte  a,  ß,  y,  <J,  t  ist  auch  der  Punkt 
X  bestimmt;  nachdem  die  Gerade  fg  beliebig  gewählt  ist,  kennt 
man  den  Punkt  fi  durch  den  Schnitt  mit  ßy.  Der  Punkt  v  ist 
der  den  Geraden  Xfi  und  yö  gemeinschaftliche  Punkt;  der  Schnitt- 
punkt von  av  und  sfi  liefert  den  gesuchten  Punkt  J. 

Man  kann  auch  in  jedem  der  gegebenen  Punkte  die  Tangente 
an  die  Kurve  legen.  Soll  z.  B.  der  Punkt  J  dem  Punkte  b  immer 
näher  kommen,  so  fällt  aj  immer  mehr  mit  as  zusammen;    der 
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Punkt  X  ist  durch  die  Geraden  aß  und  df,  der  Punkt  v  durch 
aj  («»  ai)  und  y<)  bestimmt.  Demnach  findet  man  fi  durch  den 
Schnitt  der  Geraden  ßy  und  Xv,  und  die  Gerade  iß  ist  die  Tan- 
gente in  e. 

4.  Wir  haben  vorhin  nur  angenommen,  dafs  die  sechs  Punkte 
«,  ßy  7,  <J>  «>  S  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Zu  der  Pascalschen 
Geraden  X/iv  sind  wir  aber  gelangt,  indem  wir  die  Punkte  in 
der  Reihenfolge  a,  ßy  /,  ö,  f,  J  zu  einem  Sechseck  verbanden. 
Bei  Änderung  der  Reihenfolge  ändern  sich  die  Pascalschen  Sechs- 
ecke und  die  Pascalschen  Linien;  aber  der  Kegelschnitt  bleibt 
ungeändert.  Alle  Sechsecke,  welche  aus  einem  Pascalschen  Sechs- 
eck durch  Umänderung  der  Reihenfolge  der  Eckpunkte  hergeleitet 
werden  können,  sind  ebenfalls  Pascalsche  Sechsecke.  Zwischen 
den  Seiten  und  den  Pascalschen  Linien  all  dieser  Sechsecke 
müssen  überaus  zahlreiche  Beziehungen  statthaben,  und  alle  diese 
müssen  blofse  Folgerungen  daraus  sein,  dafs  ein  einziges  dieser 
Sechsecke  ein  Pascalsches  ist.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man 
ein  solches  Sechseck  auch  ein  Hexagrammum  mysticum. 

5.  Die  Zahl  der  Sechsecke,  welche  dieselben  sechs  Eckpunkte 
besitzen,  beträgt  sechzig.  Bei  der  Bezeichnung  eines  Sechsecks 
können  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehen  und  dann  die 
übrigen  Punkte  noch  in  zwei  einander  entgegengesetzten  Folgen 
an  einander  reihen.  Da  wir  in  unserm  Falle  stets  den  Punkt  « 
an  die  erste  Stelle  setzen  können  und  dann  die  Bezeichnungen 
aßyöt^  und  a^eöyß  dasselbe  Sechseck  liefern,  hat  man,  um  die 
verschiedenen  Sechsecke  zu  finden,  die  Permutationen  der  fünf 
Marken  ß,  y,  <J,  f,  g  zu  bilden  und  entgegengesetzte  Folgen  nicht 
zu  unterscheiden.  Somit  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Sechsecke 
gleich  sechzig;  ebenso  grofs  mufs  die  Zahl  der  zugehörigen  Pas- 
calschen Linien  sein. 

Die  vollständige  Figur,  zu  der  sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts gehören,  enthält  sechzig  Sechsecke  und  sechzig  Pascalsche 
Linien.  Wir  wollen  nur  einige  besonders  einfache  Eigenschaften 
dieser  Figur  herleiten. 

6.  Damit  die  sechs  geraden  Linien  a,  b ,  c,  a,  b,  c  in  der 
angegebenen  Folge  ein  Pascabches  Sechseck  bilden,  müssen  sich 
die  drei  Geradenpaare  a  und  a ,  b  und  b',  c  und  c'  in  drei  Punkten 
einer  Pascalschen  Linie  schneiden.   Die  Reihenfolge  der  Eckpunkte 
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sei  1,  2,  3,  4,   5,  (5;    die  Seite  12  werde  mit  a,  23  mit  b',   34 


mit  c,  45  mit  a',  56  mit  b,  61  mit  c 


bezeichnet. 
Um  die  Untersuchung 
zu  erleichtern,  führen  wir 
kurze  Symbole  ein.  So  möge 
die  Gerade  a  die  Gleichung 
haben: 
a,x,  +  agXjj  +  asXs  —0; 
dann  soll  das  Zeichen  a  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung 
bedeuten.  Die  entsprechen- 
den Symbole  führen  wir  bei 
den  übrigen  geraden  Linien 
ein.  Da  wir  zudem  die  Glei- 
chung einer  Geraden  mit 
einem  beliebigen  konstanten 
Faktor  multiplizieren  können, 
dürfen  wir  die  Forderung, 
dafs  die  Geradenpaare  a  und 
a',  b  und  b',  c  und  c'  sich 
auf  der  Geraden  r  schneiden, 
durch  die  Gleichungen  aus- 
drücken : 


(4) 


a  =r 
b'«r" 

c  «-  r" 


(r 


Wir  führen  jetzt  eine  neue  Gerade  ein  durch  die  Gleichung: 

a"  =-  b  +  C. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  (4)  auch  gleich 
+  b)  +  (c~r")  =  b'  +  c. 
Indem  wir  in  ähnlicher  Weise  die  Symbole  b"  und  c"  ein- 
führen, erhalten  wir  die  sechs  Gleichungen: 

(5)  a "  +  b  +  c'  =-  0,  a  +  b'  -f  c  —  0,  a  +  b  +  c  —  0. 

(6)  a"  -f  b'  -f  c  —  0,  a  +  b  -f  c "  —  0,  a  +  b"  +  c'  —  0. 
Die  Gerade  a    geht  hiernach  durch  den  Schnitt  der  Geraden 

b  und  c'  und  den  der  Geraden  b'  und  c;  sie  ist  also  die  Gerade  36. 
Ebenso  stellt  b"  die  Gerade  25  und  c'  die  Gerade  14  dar.  Es 
sind  dies  die  geraden  Linien,  welche  je  einen  Eckpunkt  mit  dem 
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gegenüberliegenden  Eckpunkt  des  Sechsecks  verbinden.  Man  be- 
zeichnet diese  Linien  vorzugsweise  als  die  Diagonalen  des 
Sechsecks. 

7.  Die  drei  Seiten  a,  b,  c  des  gegebenen  Sechsecks  mögen 
mit  den  Diagonalen  a",  b',  c"  in  der  Reihenfolge  a,  b",  c,  a",  b, 
c"  zu  einem  neuen  Sechseck  verbunden  werden.  Dies  hat  die- 
selben Eckpunkte,  wie  das  ursprüngliche,  nur  in  der  Folge  1,  2, 
5,  6,  3,  4.  Wir  wollen  nachweisen,  dafs  auch  das  neue  Sechseck 
ein  Pascalsches  ist. 

Zu  dem  Ende  leiten  wir  durch  Subtraktion  der  dritten  Glei- 
chung (6)  von  der  ersten  Gleichung  (5)  die  Beziehung  her: 
a"  —  a  =—  b "  —  b. 
Ebenso  fuhn  die  Subtraktion  der  zweiten  Gleichung  (6)  von 
der  dritten  Gleichung  (5)  aut  die  Relation: 
b"  —  b  =»  c"  —  c. 
Demnach  dürfen  wir  setzen: 

r'  =  a"  —  a 
(7)    r'^b"— b 
f  =  c"  —  c. 
Die  Gerade  r'  ist  also  die  Pascalsche  Linie  für  das  Sechseck 
1,  2,  5,  6,  3,  4. 

Die  Geraden  a",  b',  c\  a',  b",  c'  führen  in  dieser  Reihen- 
folge auf  das  Sechseck  163254.  Da  durch  Subtraktion  der  zweiten 
Gleichung  (6)  von  der  ersten  Gleichung  (5)  und  der  dritten 
Gleichung  (G)  von  der  zweiten  Gleichung  (5)  folgt: 

a'  —  a"  =  b  —  b"  ==  c'  —  c", 
so  dürfen  wir  setzen 

(8)     r  —  a  —  a"  «  b'  -  b"  —  c'  —  c. 
Das  neue  Sechseck  hat  also   die  Gerade  r  zur  Pascalschen 
Linie.     Nun  ist  offenbar: 

(a  -  a)  +  (a'  —  a")  +  (a"  —  a)  —  0,  oder 
(9)     r-fr+r^-O. 
Die   drei  auf  diese  Weise  zusammengehörigen   Pascalschen 
Linien  gehen  also  durch  einen  Punkt,  einen  sogenannten  -Stei- 
nerschen  Punkt. 

Wir  fassen  diese  Ergebnisse  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Verbindet  man  mit  denDiagonalen  eines  Pascalschen 

Sechsecks  einmal  die  geraden   und  dann  die  ungeraden 

K i  11  in«,  Lehrbuch  der  anAljt  Geometrie.    I.  -12 
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Seiten  in  der  Weise  zu  neuen  Sechsecken,  dafs  man 
stets  auf  eine  Seite  eine  Diagonale  und  auf  eine  Diago- 
nale eine  Seite  folgen  läfst,  so  erhält  man  zwei  neue 
Pascalsche  Sechsecke  mit  denselben  Eckpunkten.  Die 
zu  diesen  drei  Sechsecken  gehörenden  Pascalschen 
Geraden  gehen  durch  einen  Punkt,  einen  Steinerschen 
Punkt. 

Zu  der  vollständigen  Figur  eines  Pascalschen  Sechsecks  ge- 
hören zwanzig  Steinersche  Punkte. 

8.  Die  vorhin  eingeführten  Symbole  sind  sehr  geeignet,  uns 
einen  neuen  Beweis  des  Pascalschen  Satzes  zu  liefern.  Man  denke 
sich  die  vier  linearen  Formen  a,  b,  c,  r"  willkürlich  gegeben  und 
führe  vermittelst  der  Gleichungen  (4)  die  linearen  Ausdrücke  a', 
b',  c'  ein. 

Der  durch  die  Gleichung: 

(10)    rV  —  r'^  (a  +  b  +  c)  +  bc  -f  ca  -f  ab  -=  0 
dargestellte  Kegelschnitt  trifft  die  Gerade  a  =»  0  in  den   beiden 
Punkten,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  genügen: 
{f  —  b)  (r"  —  c)  =  0  oder  b'c'  —  0. 

Daher  geht  dieser  Kegelschnitt  durch  den  Schnittpunkt  von 
(a,  b)  und  von  (a,  c).  In  gleicher  Weise  zeigt  man,  dafs  die 
Kurve  durch  die  Schnittpunkte  von  (b,  a')  und  von  (b,  c'),  sowie 
von  (c,  a')  und  von  (c,  b)  geht;  auf  dem  Kegelschnitte  liegen 
also  die  sechs  Eckpunkte  des  oben  betrachteten  Sechsecks. 

Durch  die  sechs  Eckpunkte  eines  Pascalschen  Sechs- 
ecks läfst  sich  ein  Kegelschnitt  legen. 

9.  Fünf  beliebige  Punkte  bestimmen  einen  Kegelschnitt  ein- 
deutig. Sucht  man  den  Kegelschnitt,  welcher  durch  fünf  Eck- 
punkte des  soeben  betrachteten  Sechsecks  hindurchgeht,  so  mufs 
seine  Gleichung  mit  (10)  identisch  sein.  Da  diese  Kurve  aber 
auch  den  sechsten  Eckpunkt  enthält,  gilt  der  Satz: 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  fünf  Eckpunkte 
eines  Pascalschen  Sechsecks  hindurchgeht,  enthält  auch 
den  sechsten  Eckpunkt. 

Es  dürfte  sich  empfehlen,  folgende  Betrachtung  beizufügen. 
Denken  wir  uns  die  fünf  Punkte  6,  1,  2,  3,  4  und  die  Gerade 
(4,  5)  gegeben,  so  Hefert  die  Verbindung  der  Punkte  6,  1  die 
Gerade  a,  die  der  Punkte  2,  3  die  Gerade  b  und  die  Gerade  4,  5 
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möge  mit  c  identisch  sein.  Die  Gerade  (1,  2)  sei  b,  die  (8,4) 
sei  a .  Durch  den  Schnittpunkt  von  a  und  a',  sowie  von  b  und 
b'  wird  je  ein  Punkt  von  r^  gegeben.  Somit  sind  die  Geraden 
a,  b,  c,  r"  und  der  Kegelschnitt  (10)  gegeben.  Jetzt  erhalten  wir 
durch  die  dritte  Gleichung  (4)  die  Gerade  c'  und  dadurch  den 
l'unkt  5. 

Übungen : 

1)  Wenn  sich  ein  Dreieck  so  verändert,  dafs  seine  Seiten 
durch  drei  feste  Punkte  gehen  und  zwei  Eckpunkte  in  vorgeschrie- 
benen Geraden  liegen,  so  beschreibt  der  dritte  Eckpunkt  einen 
Kegelschnitt. 

(Vom  Dreieck  //rg  dreht  sich  die  Seite  ftv  um  Jl,  die  Seite 
fiC,  um  e  und  die  Seite  v^  um  a,  während  sich  der  Punkt  fi  in 
der  Geraden  ßy,  der  Punkt  v  in  yö  bewegt.) 

2)  Man  soll  den  Mittelpunkt  eines  durch  fünf  Punkte  gehenden 
Kegelschnitts  konstruieren. 

(Sind  a,  ß,  /,  ö,  t  die  fünf  Punkte,  so  kann  man  den  zweiten 
Schnittpunkt  der  durch  €  zu  ßy  gelegten  Parallelen  finden;  dann 
kennt  man  zwei  parallele  Sehnen  und  somit  einen  Durchmesser. 
Eine  andere  Reihenfolge  der  Punkte  liefert  einen  zweiten  Durch- 
messer.) 

3)  a)  Man  kennt  von  einer  Hyperbel  vier  Punkte  und  die 
Richtung  einer  Asymptote;  man  soll  weitere  Punkte  finden. 

b)  Von  einer  Hyperbel  sind  drei  Punkte  und  die  Richtungen 
der  Asymptoten  gegeben;  man  soll  weitere  Punkte  und  don 
Mittelpunkt  konstruieren. 

4)  a)  Beliebig  viele  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu  finden,  von 
dem  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  unter  ihnen  ge- 
geben sind. 

b)  Von  einer  Parabel  kennt  man  drei  Punkte  und  die  Richtung 
der  Durchmesser;  man  soll  weitere  Punkte  finden. 

c)  Von  einer  Hyperbel  kennt  man  drei  Punkte  und  eine 
Asymptote;  beliebig  viele  andere  Punkte  zu  finden. 

5)  a)  Man  konstruiere  einen  Kegelschnitt  aus  zwei  Tangenten, 
ihren  Berührungspunkten  und  einem  weiteren  Punkte. 

b)  Von  einer  Parabel  kennt  man  die  Richtung  der  Durch- 
messer, zwei  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  von  ihnen. 
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c)  Von  einer  Hyperbel  sind  die  Asymptoten  und  ein  Punkt 
gegeben. 

6)  Durch  einen  Punkt  Jt  ziehe  man  zwei  beliebige  Gerade 
an  einen  Kegelschnitt,  von  denen  die  eine  in  a  und  ß,  die  andere 
in  7  und  6  schneidet;  in  a  vereinige  man  die  beiden  Punkte  1 
und  2,  in  ß  die  Punkte  4  und  5  eines  Pascalschen  Sechsecks, 
von  dem  y  und  6  zwei  weitere  Eckpunkte  (3  und  6)  sein  sollen. 
Dann  schneiden  sich  die  Tangenten  in  a  und  ß^  die  Geraden  ay 
und  ßö,  sowie  aö  und  ßy  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  welche 
sowohl  zu  a,  ß,  jt,  wie  zu  7,  6,  jt  den  vierten  harmonischen  Pol 
enthält  und  demnach  von  der  Wahl  der  Punkte  /  und  6  unab- 
hängig ist.  Auf  diese  Betrachtung  kann  man.  die  Polarentheorie 
rein  geometrisch  aufbauen. 

7)  In  einen  Kegelschnitt  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen 
Seiten  der  Reihe  nach  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen. 

(Um  durch  geometrische  Betrachtungen  am  leichtesten  zur 
Konstruktion  zu  gelangen,  ist  es  angebracht,  folgende  Erwägung 
anzustellen.  Von  zwei  beliebigen  Dreiecken,  die  in  einen  Kegel- 
schnitt einbeschrieben  sind,  schneiden  sich  entsprechende  Seiten 
je  in  einem  Punkte.  Demnach  lassen  sich  auch  umgekehrt  in 
einen  Kegelschnitt  zwei  Dreiecke  (1,  2,  3)  und  (4,  5,  6)  so  legen, 
dafs  die  Seiten  23  und  56  durch  A,  31  und  G4  durch  B,  12  und 
45  durch  C  gehen.  Da  demnach  123456  ein  Pascalsches  Sechseck 
ist,  mufs  der  Schnittpunkt  der  Geraden  34  und  61  auf  AG  liegen. 
Es  sei  L  der  Schnittpunkt  von  25  und  36,  M  der  von  36  und 
14,  N  der  von  14  und  25;  nach  dem  Bewiesenen  liegt  auf  AG 
der  Pol  von  BM,  oder  BM  geht  durch  den  Schnittpunkt  der 
Polaren  von  A  und  von  G.  Demnach  sucht  man  die  Polaren  a, 
b,  c  zu  den  Punkten  A,  B,  G;  wenn  b  und  c  einander  in  D, 
c  und  a  in  E,  a  und  b  in  F,  wenn  DA  und  EF  einander  in  L, 
EB  und  FD  in  M,  FG  und  DE  in  N  schneiden,  so  liefert  der 
Schnitt  von  LM  mit  der  Kurve  die  Punkte  3  und  6  u.  s.  w. 

Man  begründe  diese  Konstruktion  analj-tisch.) 

§  27. 
Der  Brianchonsche  Satz. 

1.  Indem  wir  a,  b,  c,  a,  b,  c  als  die  aufeinanderfolgenden 
Seiten  eines  Pascalschen  Sechsecks  (ab),  (b'c),  (ca),  (ab),  (bc'), 
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(c'a)  ansehen,  bilden  die  Eckpunkte  der  Dreiecke   (a,  b,  c)  und 
(a',  b',  c)  ein  neues  Sechseck.     Um   eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft dieser  Figur  zu  finden,  ziehen  wir  aus  den  Gleichungen  (4) 
des  vorigen  Paragraphen  die  Folgerungen  (vgl  Fig.  S.  173): 
b  —  c  —  b  —  c',  c  —  a  =-  c'  —  a',  a  —  b  —  a'  —  b'. 
Indem  wir  also  setzen: 

(1)    b  —  c  —  p,  c  —  a  —  p",  a  —  b  —  p  , 
folgt: 

(2)    b'  —  c'  -=  (),  c  —  a'  =-  q\  a'  —  b  —  q\ 

(3)        Q+Q+Q^O, 

Nach  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  geht  die  Gerade  p  ■—  0 
durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  b  und  c  und  den  der  Geraden 
b  und  c';  ebenso  verbindet  die  Gerade  p'  ^=»  0  die  Punkte  (c,  a) 
und  (c ,  a'),  die  Gerade  q"  =  0  die  Punkte  (a,  b)  und  (a',  b). 
Indem  wir  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  (a,  b,  c)  als  die  drei  ersten, 
die  des  Dreiecks  (a',  b ,  c')  als  die  drei  letzten  Eckpunkte  eines 
Sechsecks  ansehen,  hat  dies  die  Eigenschaft,  dafs  die  Diagonalen 
Q,  q\  q"  durch  einen  Punkt  gehen.  Es  empfiehlt  sich  aber,  von 
dieser  Figur  nicht  die  Eckpunkte,  sondern  die  Seiten  zu  be- 
trachten, weil  sie  dann  die  reciproke  Figur  zu  einem  Pascalschcn 
Sechseck  bildet;  sie  heifst  ein  Brianchonsches  Sechsseit. 

Ein  solches  Sechsseit  wird  durch  die  beifolgende  Figur  dar- 
gestellt.    Hier  schneiden  sich  die  Geraden    1   und  2   in  I,    die 
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Geraden  2  und  3  in  II,  3  und  4  in  III  u.  s.  w.,  und  es  gehen 
die  Geraden  I IV,  II  V  und  III  VI  durch  einen  Punkt. 

2.  Wie  die  Eckpunkte  eines  Pascalschen  Sechsecks  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  so  berühren  die  sechs  Seiten  eines  Brianchon- 
schen  Sechsseits  auch  einen  Kegelschnitt.  Man  kann  die  für  den 
Pascalschen  Satz  gelieferten  Beweise  unmittelbar  übertragen,  indem 
man  die  Bedeutung  der  Zeichen  verändert.  Diesen  Gedanken 
wollen  wir  für  die  mitgeteilten  Beweise  durchführen.  Es  seien 
«.  ßi  7i  ^9  f>  S  sechs  gerade  Linien;  das  Zeichen  aß  soll  das 
Symbol  für  einen  in  den  Koordinaten  Ui,  u^,  Us  homogenen 
linearen  Ausdruck  sein,  dessen  Verschwinden  die  Gleichung  des 
Schnittpunktes  der  Geraden  a  und  ß  darstellt.  In  gleicher  Weise 
sollen  die  Symbole  ßy^  yd,  ad,  de,  eg,  ga  eingeführt  werden.  Wir 
betrachten  einen  Kegelschnitt,  der  von  den  sechs  gegebenen  Linien 
berührt  worden,  und  wollen  seine  Gleichung  in  verschiedener 
Weise  mittelst  der  eingeführten  Symbole  darstellen. 

Da  der  Kegelschnitt  durch  die  Geraden  a,  ß,  y,  6  berührt 
wird,  gehört  er  der  Kurvenschar  an,  welche  durch  die  Punkte- 
paare {aß),  {yö)  und  (ad),  (ßy)  bestimmt  wird.  Demnach  kann 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Linienkoordinaten  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

(3)  aß  .  yd  =  ad  .  ßy. 

Nun  berührt  der  Kegelschnitt  auch  die  vier  Geraden  d,  t, 
£,  a;  also  hat  seine  Gleichung  auch  die  Form: 

(4)  d£.ga«ad.£g. 

Durch  passende  Wahl  der  in  den  linearen  Formen  vorkom- 
menden konstanten  Faktoren  kann  man  bewirken,  dafs  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  auch  in  allen  Koefficienten  übereinstimmen. 
Demnach  mufs  ihre  Differenz  identisch  verschwinden;  oder  es 
besteht  für  beliebige  Wertsysteme  (u, ,  Ug,  Uj)  die  Gleichung: 
(5)     «^  .  yd  -  df  .  £a  «  ad  .  {ßy  —  eQ. 

Für  die  Verbindungslinie  der  Punkte  {aß)  und  {6b)  ver- 
schwindet die  linke  Seite;  also  mufs  für  diese  Gerade  auch  die 
rechte  Seite  null  werden.  Auf  der  rechten  Seite  kann  aber  der 
Faktor  od  für  diese  Gerade  nicht  verschwinden,  weil  dieselbe  nicht 
durch  den  Punkt  {aö)  hindurchgeht;  somit  verschwindet  der  Faktor 
ßy  —  «S,  oder  die  Verbindungslinie  der  Punkte  {aß)  und  {de)  geht 
durch    denjenigen    Punkt    der   Geraden    (ßy)  .  .  .  (fg),    welcher 
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symbolisch  durch  die  Gleichung  /^--eg..O  dargestellt  wird. 
Man  zeigt  aber  auf  die  hier  durchgeführte  Weise,  dafs  auch  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  yd  und  ^a  durch  den  Punkt/Jy— «g— 0 
hindurchgeht. 

Somit  gehen  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  aß  und 
<f«,  ßy  und  ff,  yd  und  ga  durch  denselben  Punkt  hindurch. 

Irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  bilden 
ein  Brianchonsches  Sechsseit. 

3.  Um  einen  zweiten  Beweis  zu  liefern,  verstehen  wir  unter 
a,  b,  c,  r  vier  homogene  lineare  Formen  von  Ui,  Ut,  Uj.  Setzt 
man  noch 

(5)     a  —  r  —  a',  b  —  r  —  b,  c  —  r  =-  c', 
so  gehen  die  Verbindungslinien  der  Punkte  a  und  a',   b  und  b', 
c  und  c   durch  denselben  Punkt  r.    Somit  sind  die  Punkte  a,  b', 
c,  a',  b,  c'  die  sechs  Eckpunkte  eines  Brianchonschen  Sechsseits. 

Nun  stellt  die  Gleichung: 

(6)  r»  —  r  (a  +  b  +  c)  +  bc  +  ca  +  ab  —  0 
einen  Kegelschnitt  dar.  Vom  Punkte  a  =»  0  gehen  diejenigen 
beiden  Tangenten  an  diese  Kurve,  welche  durch  die  Gleichung 
r*  —  r  (b  +  c)  +  bc  =  0  dargestellt  werden.  Die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  ist  aber  gleich  (r  —  b)  (r  —  c)  =-  b'c'.  Indem  man  in 
gleicher  Weise  die  von  den  Punkten  b  =  0  und  c  =-»  0  ausgehen- 
den Tangenten  aufsucht,  zeigt  man,  dafs  der  Kegelschnitt  von 
den  sechs  Geraden  (ab),  (b'c),  (ca),  (a'b),  (bc),  (c'a)  berührt  wird. 
Durch  fünf  von  diesen  Tangenten  ist  aber  der  Kegelschnitt  bereits 
bestimmt;  daher  folgt  der  Satz: 

Sobald  ein  Kegelschnitt  fünf  Seiten  eines  Brianchon- 
schen Sechsseits  berührt,  berührt  er  auch  die  sechste. 

Übungen : 

1)  Man  soll  beliebig  viele  Tangenten  einer  Parabel  konstru- 
ieren, von  der  vier  Tangenten  gegeben  sind. 

2)  a)  Beliebig  viele  Tangenten  eines  Kegelschnitts  aufzufinden, 
von  dem  drei  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  von  zweien 
gegeben  sind. 

b)  Man  soll  weitere  Tangenten  an  eine  Parabel  ziehen,  von 
der  man  z\vei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  kennt. 

c)  Man  kennt  einen  Durchmesser  einer  Parabel,  die  Tangente 
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in  seinem  Endpunkte  und  eine  weitere  Tangente ;  man  konstruiere 
weitere  Tangenten. 

d)  Von  einer  Hyperbel  kennt  man  die  Asymptoten  und  eine 
Tangente;  weitere  Tangenten  zu  konstruieren. 

3)  Wenn  ein  Dreieck  sich  so  bewegt,  dafs  die  Eckpunkte 
in  festen  Geraden  verbleiben  und  zwei  Seiten  sich  um  feste  Punkte 
drehen,  so  umhüllt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt. 

4)  Ist  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  umbeschrieben,  so 
gehen  die  Verbindungslinien  von  je  einer  Ecke  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte der  Gegenseite  durch  einen  Punkt. 

5)  Um  einen  Kegelschnitt  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen 
Eckpunkte  der  Reihe  nach  in  vorgeschriebenen  Geraden   liegen. 

§  28. 
Die  projektive  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 

1.  Um  vermittelst  des  Pascalschen  Theorems  sämtliche  Punkte 
des  durch  die  fünf  Punkte  a,  /9,  y,  6,  s  bestimmten  Kegelschnitts 
zu  konstruieren,  kann  man  (Figur  S.  173)  den  Punkt  ft  alle  Lagen 
auf  der  Geraden  ßy  annehmen  lassen.  Da  der  Punkt  X  als  Schnitt- 
punkt von  aß  und  ös  bekannt  ist,  findet  man  den  Punkt  p  als 
Schnittpunkt  von  Xfi  mit  yö;  alsdann  ist  der  Schnittpunkt  von  av 
und  tfi  ein  weiterer  Punkt  der  Kurve. 

Nun  erzeugt  fi  auf  ßy  eine  Punktreihe.  Da  fi  und  v  mit 
dem  festen  Punkte  X  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  die  Punkt- 
reihe V  zu  der  Punktreihe  fi  perspektivisch;  also  sind  die  Strahlen- 
büschel {av)  und  {sfi)  projektivisch. 

Jeder  Kegelschnitt  kann  erzeugt  werden  durch  den 
Schnitt  entsprechender  Strahlen  in  zwei  projektiven 
Strahlenbüscheln. 

2.  Wir  wollen  diesen  Satz  rein  analytisch  beweisen.  Der 
eine  Strahlenbüschel  werde  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

A  -f  >IB  —  0, 
wo  A  und  B  homogen  lineare  Ausdrücke  in  X|,  Xj,  Xs  sind.  Ein 
zweiter  Strahlenbüschel  werde  so  gewählt,  dafs  dem  Strahle  A— 0 
des  ersten  im  zweiten  der  Strahl  A'  ^  0  und  dem  Strahle  B  —  0 
der  Strahl  B— »0  entspricht;  dann  verfügt  man  über  die  in  der 
Form  B'  enthaltene  Konstante  in  der  Weise,  dafs  dem   Strahle 
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A  +  B  =-  0  der  Strahl  A  +  B'  —  0  zugeordnet  wird.  Jetzt  mufs 
man  dem  Strahle  A  +  ilB  —  0  den  Strahl  A  +  AB'  —  U  zuordnen, 
da  der  Koefficient  X  das  Doppelverhähnis  der  Strahlen  A  —  0, 
B  —  0,  A  +  aB  —  0,  A  +  B  —  ü  darstellt. 

Hiernach  erhidt  man  jeden  einzelnen  Punkt   der  Kurve  als 
Schnittpunkt  der  beiden  geraden  Linien: 

(l)     A  +  ;iB  —  0,  A'  +  XB  —  0. 
Um   die   Gleichung   der  Kurve   zu   erhalten,   hat  man   den 
Koefficienten  X  aus  den  beiden  Gleichungen  zu  eliminieren.  Daraus 
folgt,  dafs  die  Kurve  von  der  zweiten  Ordnung  ist  und  durch 
die  Gleichung  dargestellt  wird: 

A  B 
A'B' 


(2) 


«  0. 


3.  Diese  Kurve  ist  durch  fünf  Punkte  a,  pf,  /,  d,  e  bestimmt. 
Zwei  derselben,  etwa  die  Punkte  a  und  b  (s.  Figur  S.  173),  wähle 
man  zu  Scheiteln  der  beiden  Büschel.  Als  Gerade  A  —  0,  B  — 0, 
A  +  B  =  0  nehme  man  der  Reihe  nach  die  Geraden  aßy  ay^  ad 
und  lasse  ihnen  die  Geraden  tß,  t/,  «d  entsprechen,  indem  man 
die  drei  letzteren  durch  die  Gleichungen  A  =«0,  B  =0,  A  -f-B— 0 
darstellt.  Durch  diese  Festsetzung  ist  die  projektive  Zuordnung 
der  Büschel  und  somit  die  Kurve  bestimmt.  Wenn  wir  abo  zwei 
andere  Punkte  S  und  S'  dieses  Kegelschnitts  zu  Scheiteln  von  zwei 
Strahlenbüscheln  w^ählen  und 
diese  dadurch  projektiv  aufeinan- 
der beziehen,  dafs  man  die  nach 
drei  beliebigen  Punkten  a,  ß,  y 
dieser  Kurve  gezogenen  Strahlen 
einander  entsprechen  läfst,  so 
hat  derjenige  Kegelschnitt,  wel- 
cher jetzt  durch  den  Schnitt 
entsprechenderstrahlen  entsteht, 
mit  dem  früheren  fünf  Punkte 
gemeinschaftlich;  er  mufs  also 
mit  ihm  zusammenfallen. 

Dafs  man  diesen  Kegelschnitt  auch  durch  zwei  projektive 
Strahlenbüschel  erzeugen  kann,  welche  zwei  beliebige  Punkte  des 
Kegelschnitts   zu  Scheiteln    haben,    erkennt   man  auf  folgendem 


A  +  aB     . 
A+i9B     1 

\  +aB    i 

\  +  ^B  ; 

1  a 
Iß     • 

AB 
AB' 

- 
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Wege.     Wenn  der  Koefficient  a  einen  festen,  der  Koefficient  fi 
einen  veränderlichen  Wert  hat,  so  stellt  die  Gleichung: 

(A  +  aB)  +  fi  (A'  4-  aB')  —  0 
einen  Büschel  dar,  dessen  Scheitel  im  Schnittpunkte  der  Geraden 
A  +  aB  =  0  und  A  -|-aB  =»0  liegt;  es  ist  das  derjenige  Punkt 
des  Kegelschnitts,  welcher  bei  der  vorhin  betrachteten  Entstehungs- 
weise dem  Parameter  ;i  —  a  entspricht.     Der  Büschel 

(k  +  ßB)+fi{A'+ßB')^0 
hat  zum  Scheitel  den  dem  Parameter  X  =  ß  entsprechenden  Punkt. 
Da  der  zweite  Büschel  dem  ersten  projektiv  ist,  so  erzeugen  seine 
Strahlen  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den  entsprechenden  Strahlen 
des  ersten  einen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  ist: 


oder 

1  /y  I  AR 

0. 

Der  zweite  Kegelschnitt  ist  also  mit  dem  ersten  identisch. 

4.  Auf  dem  Kegelschnitte  nehmen  wir  vier  Punkte  1,  2,  3,  4, 
welche  bei  der  ersten  Erzeugungsweise  zu  den  Werten  Zi,  Jlj, 
As,  X^  des  Parameters  X  und  bei  der  zweiten  Erzeugungsweise 
zu  den  Werten  ^i,  fii^  ^3,  fi^  gehören.  Es  seien  S  und  S'  die 
Scheitel  für  die  erste,  T  und  T  die  für  die  zweite  Herleitung. 
Dann  haben  die  vier  von  S  nach  den  Punkten  1,  2,  3,  4  ge- 
zogenen Strahlen  das  Doppelverhältnis: 

^8  —  ^1   .  ^4  —  Aj 
^2  —  ^s      ^t  —  ^4 

Dasselbe  Doppelverhältnis  haben  die  vier  Strahlen,  welche 
von  S'  nach  diesen  vier  Punkten  gehen. 

In  gleicher  Weise  ist 

(T:l,2,3,4)  — (7:1,2,3,4)  —  ^^^-^"^  :  ^?i:ZJ?L. 

Nun  kann  man  etwa  ß  so  bestimmen,  dafs  der  Punkt  T  mit 
dem  Punkte  S'  zusammenfällt.     Dann  ergiebt  sich: 

(S:  1, 2, 3, 4)- (S:  1,2, 3, 4)- (7:1,2,3,4). 

Hier  ist  7  ein  ganz  beliebiger  Punkt  des  durch  die  Strahlen- 
büschel S  und  S'  erzeugten  Kegelschnitts.     Daher  gilt  der  Satz: 

Die  vier  Strahlen,  welche  nach  vier  festen  Punkten 
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eines  Kegelschnitts  von  einem  seiner  Punkte  aus  ge- 
zogen werden  können,  haben  dasselbe  Doppelverhältnis, 
von  welchem  Punkte  der  Kurve  aus  man  auch  die  vier 
Punkte  projizieren  mag. 

Wir  drücken  diesen  Satz  auch  in  folgender  Weise  aus: 

Vier  Punkte  eines  Kegelschnitts  bestimmen  ein 
festes  Doppelverhältnis  von  Strahlen  für  jeden  belie- 
bigen Punkt  der  Kurve  als  Scheitel. 

Wir  dürfen  demnach  vom  Doppeiverhältnis  von  vier 
Punkten  eines  Kegelschnitts  sprechen,  indem  wir  darunter 
das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  verstehen,  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Kurve  aus  nach  den  vier  Strahlen  gezogen 
werden  können. 

5.    Dem  Satzei 
Die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  von  zwei  projektiven 
Strahlenbüscheln  bilden  einen  Kegelschnitt, 
stellen  wir  den  Satz  zur  Seite: 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in 
zwei  projektiven  Punktreihen  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt. 

Die  Beweise  beider  Sätze  sind 
wesentlich  dieselben. 

Es  mögen  die  Gleichungen: 
(3)  A  +  fiB=^0  und  A'+fiB^O 
zwei  projektive  Punktreihen  dar- 
stellen, indem  A,  B,  A,  B  ho- 
mogen lineare  Ausdrücke  in  den 
Linienkoordinaten  Ui,  u^,  Us  sind. 
Indem  man  für  jeden  Wert  von 
li  die  durch  die  beiden  Gleichungen 
(3)  dargestellten  Punkte  durch  eine 
gerade  Linie  verbindet,  erhält  man 
eine  einfach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Geraden.  Alle  diese 
umhüllen  den  Kegelschnitt,  dessen 
Gleichung  ist: 
A  B 
A  B 


—  0. 
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Diese  Gleichung  wird  auch  befriedigt,  wenn  man  ^  —  B  =  0 
oder  wenn  man  ^'  =  J?=  0  setzt.  Daher  wird  der  Kegelschnitt 
auch  von  den  Trägern  der  beiden  Punktreihen  berührt. 

Derselbe  Kegelschnitt  wird  durch  projektive  Zuordnung  der 
Punktreihen : 

(A  +  aB)  +  v  (A  +  aB)  =  0 
{A  -^-m  +  v  {A  +  ßB)  =  0 
erhalten,  da  die  Determinante 

A  +  aB  A'  +  aB   \  la         \   A   B 

A  +  ßBA  +  ßRl'^     Iß      'AR 
ist. 

6.  Vier  Tangenten  eines  durch  projektive  Zuordnung  zweier 
Punktreihen  erzeugten  Kegelschnitts  treffen  die  beiden  Träger  in 
projektivisch  entsprechenden  Punkten;  die  Doppelverhältnisse  der 
Schnittpunkte  mit  den  beiden  Trägern  sind  also  einander  gleich. 
Nun  kann  man  den  einen  der  beiden  Träger  durch  eine  beliebige 
Tangente  des  Kegelschnitts  ersetzen;  daher  bestimmen  auch  die 
Schnittpunkte  der  vier  gegebenen  Tangenten  mit  jeder  andern 
Tangente  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte,  in  denen 
eine  Tangente  eines  Kegelschnitts  von  vier  festen  Tan- 
genten desselben  geschnitten  wird,  ist  unabhängig  von 
der  Wahl  der  geschnittenen  Tangente. 

Unter  dem  Doppelverhältnis  von  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  versteht  man  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte, 
in  denen  die  vier  Tangenten  eine  beliebige  Tangente  der  Kurve 
schneiden. 

Übungen : 

1)  a)  Wann  führt  die  projektive  Zuordnung  zweier  Strahlen- 
büschel auf  ein  Geradenpaar? 

b)  Wie  hat  man  die  projektive  Zuordnung  zweier  Punktreihen 
zu  specialisieren,  damit  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
durch  einen  von  zwei  festen  Punkten  gehen? 

2)  Aus  dem  Satze  über  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
lassen  sich  zahlreiche  Folgerungen  ziehen. 

a)  Wenn  zwei  feste  Punkte  a  und  ß  einer  Hyperbel  mit 
einem  veränderlichen  Punkte  §  der  Kurve  verbunden  werden  und 
die  Verbindungslinien   eine   feste,   die   Kurve   in   y  schneidende 
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Parallele  zu  einer  Asymptote  in  zwei  Punkten  a   und  ß'  vrtSen, 

so  ist  das  Verhältnis  yd  :  yß'  konstant. 

(Man  messe,  wenn  d  der  unendlichfeme  Punkt  ist,  das  Doppel- 
verhältnis (g  :  aßyd)  auf  der  Parallelen.) 

b)  Wie  lassen  sich  vermittelst  dieses  Satzes  beliebig  viele 
weitere  Punkte  der  Hyperbel  bestimmen,  nachdem  die  Richtung 
einer  Asymptote  und  vier  Punkte,  oder  die  Richtungen  der  beiden 
Asymptoten  und  drei  Punkte  gegeben  sind.^ 

c)  Wie  lautet  der  zu  a)  entsprechende  Satz  für  die  Parabel.^ 

d)  Wenn  zwei  feste  Punkte  a  und  ß  einer  H)-perbel  mit 
einem  veränderlichen  Punkte  g  der  Kurve  verbunden  werden,  so 
bestimmen  die  Verbindungslinien  auf  einer  Asymptote  einen  Ab- 
schnitt von  unveränderlicher  Länge. 

(Man  nehme  in  a)  einen  zweiten  Punkt  g*  der  Kurve  hinzu, 
dessen  Verbindungslinien  mit  a  und  ß  die  Gerade  yd  in  a"  und 
ß'  schneiden  mögen.  Dann  folgt  aus  yd  :  yß  —  yd'  :  yßf  un- 
mittelbar dß'  :  aß^'  =«  dy  :  dy.  Rückt  jetzt  /  ins  Unendlichfeme, 
so  folgt  der  Satz.) 

e)  Man  suche  beliebig  viele  Punkte  einer  Hyperbel,  nachdem 
drei  Punkte  und  eine  Asymptote  gegeben  sind. 

f)  Jede  Tangente  einer  Hyperbel  schneidet  auf  den  Asymp- 
toten vom  Mittelpunkte  aus  zwei  Strecken  ab,  deren  Produkt  kon- 
stant ist. 

(M  sei  der  Mittelpunkt ;  die  eine  Asymptote  werde  von  zwei 
Tangenten  in  a  und  d,  die  andere  in  ß  und  ß  geschnitten.  Ist 
ö  der  unendlichferne  Punkt  der  ersten,  t  der  der  zweiten  Asymp- 
tote, so  müssen,  weil  die  Asymptoten  auch  Tangenten  sind,  die 
Doppelverhältnisse  (dM«a )  und  (Siößß)  gleich  sein.) 

3)  a)  Nachdem  drei  Strahlenpaare  in  zwei  konzentrischen 
Strahlenbüscheln  gegeben  sind,  soll  man  zu  jedem  Strahle  des 
einen  den  entsprechenden  Strahl  des  andern  finden  und  diejenigen 
Strahlen  konstruieren,  welche  mit  den  entsprechenden  zusammen- 
fallen. 

(Den  von  S  ausgehenden  Strahlen  a,  b,  c  mögen  die  eben- 
falls von  S  ausgehenden  Strahlen  a',  b',  c'  projektivisch  zugeordnet 
sein.  Man  lege  durch  S  einen  beliebigen  Kreis,  der  die  Strahlen 
a,  b,  c,  a ,  b ,  c'  der  Reihe  nach  in  a,  ft  y,  a ,  /^,  y  schneiden 
möge.    Zwei  weitere  entsprechende  Strahlen  x  und  x   mögen  in 
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^  und  g  geschnitten  werden.  Da  ist  (S  :  äßy'^')  «-  (a :  a'ß'j'g) 
und  (S  :  aßy§)  —  (a  :  «i^yg),  so  mufs  auch  (d  :  aß/§)  =—  (a  :  dß'y'g) 
sein.  Wenn  sich  aß  und  aß  in  ^",  ay'  und  ay  in  7"  schneiden, 
und  die  Gerade  ßy'  von  aa'  in  d,  a§'  in  g  ,  a§  in  g*  getroffen 
wird,  so  mufs  {dß"y"f)  ««  («Tyg'*)  sein  oder  f  und  g"'  fallen 
zusammen.  Hiemach  läfst  sich  leicht  zum  Strahle  x  der  zuge- 
ordnete Punkt  X  konstruieren.  Die  Schnittpunkte  der  Geraden 
ß'Y  mit  dem  Kreise  führen  auf  die  sich  selbst  entsprechenden 
Strahlen.) 

b)  Man  löse  die  entsprechende  Aufgabe  für  zwei  auf  dem- 
selben Träger  befindliche  projektive  Punktreihen. 

(Indem  man  die  Punkte  der  beiden  Punktreihen  mit  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  verbindet,  erhält  man  zwei  konzen- 
trische projektive  Strahlenbüschel.) 

c)  Man  soll  ein  Dreieck  konstruieren,  welches  einem  ge- 
gebenen Dreiecke  umbeschrieben  und  einem  zweiten  gegebenen 
Dreieck  einbeschrieben  ist. 

(R,  S,  T  seien  die  Eckpunkte  des  ersten,  a,  b,  c  die  Seiten 
des  zweiten  Dreiecks.  Man  nehme  auf  a  einen  beliebigen  Punkt  «, 
ziehe  aR  bis  zum  Schnittpunkte  ß  mit  b,  dann  ßS  bis  zum  Schnitt- 
punkte y  mit  c  und  endlich  /T  bis  zum  Schnittpunkte  d  mit  a. 
Wenn  jetzt  a  die  Punktreihe  a  beschreibt,  so  beschreibt  d  eine 
projektive  Punktreihe.  Dadurch  ist  die  Aufgabe  auf  b)  zurück- 
geführt.) 

d)  Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts,  von  dem  fünf  Punkte 
gegeben  sind,  mit  einer  beliebigen  Geraden  zu  bestimmen. 

(Die  fünf  Punkte  seien  S,  S',  a,  ß,  y;  die  Strahlen  Sa,  S^, 
S/  und  Sa,  Sß,  S'/,  bestimmen  auf  der  gegebenen  Geraden  zwei 
projektive  Punktreihen.) 

e)  Wenn  von  einem  Kegelschnitte  fünf  Tangenten  gegeben 
sind,  so  soll  man  diejenigen  Tangenten  konstruieren,  die  von 
einem  ge^benen  Punkte  ausgehen. 

f)  Von  zwei  Kegelschnitten  sind  zwei  gemeinschaftliche  Punkte 
und  von  jedem  noch  drei  Punkte  gegeben;  man  soll  die  weiteren 
Schnittpunkte  konstruieren. 

g)  Nachdem  von  zwei  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  von  jedem  noch  drei  weitere  Tangenten  gegeben 
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sind,  sollen  die  beiden  andern  gemeinschaftlichen  Tangenten  ge- 
funden werden. 

4)  Da  die  Involution  nur  ein  besonderer  Fall  der  projektiven 
Zuordnung  ist,  so  kann  man  alle  auf  Involutionen  sich  beziehende 
Konstruktionen  nach  der  in  3)  a)  und  b)  gezeigten  Methode  aus- 
führen. Man  wende  diese  Methode  auf  die  in  5)  d) — h)  gestellten 
Aufgaben  an  und  vergleiche  die  so  gewonnene  Lösung  mit  der- 
jenigen, welche  sich  aus  der  in  5)  a)  und  b)  angestellten  Be- 
trachtung ergiebt. 

5)  a)  Zieht  man  durch  einen  Punkt  beliebig  viele  gerade 
Linien  und  verbindet  die  Punktepaare,  in  denen  sie  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  treffen,  mit  einem  festen  Punkte  dieser  Kurve, 
so  sind  die  nach  den  Schnittpunkten  derselben  Geraden  gehenden 
Strahlen  einander  involutorisch  zugeordnet. 

(Wenn  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  S  ein  beliebiger 
Punkt  des  Kegelschnitts  ist,  und  wenn  eine  durch  M  gelegte  Gerade 
den  Kegelschnitt  in  a  und  a',  eine  zweite  durch  M  gehende 
Gerade  in  ß  und  ß',  eine  dritte  in  y  und  7  •  .  •  schneidet,  so 
entsprechen  die  Strahlen  Sa  und  Sa',  Sß  und  Sß\  Sy  und  Sy' 
u.  s.  w.  einander  involutorisch.  Zum  Beweise  nehme  man  den 
Punkt  S'  hinzu,  in  welchem  der  Kegelschnitt  noch  von  MS  ge- 
schnitten wird.  Dann  schneiden  Sa  und  S'a ,  S^  und  S'^,  Sy 
und  Sy'  u.  s.  w.  die  Polare  von  M  je  in  demselben  Punkte; 
daher  ist  (S  :  adßy)  ==  (S  :  aaßy).     Da  aber  auch 

{S:äaßy)^{S  :aaßy) 
ist,  folgt:  (S  :  aaßy)  =-  (S  :  aaß^y),) 

b)  Jede  Strahlen  in  volution,  deren  Scheitel  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegt,  schneidet  diesen  so,  dafs  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  durch  einen  festen  Punkt  gehen. 

c)  Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  um  den  Scheitel  dreht,  so 
geht  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Schenkel  mit 
einem  beliebigen  durch  den  Scheitel  gelegten  Kegekchnitte  stets 
durch  einen  festen  Punkt. 

(Ih  S  stehen  die  Geraden  a  und  a ,  b  und  b ,  c  und  c  .  .  . 
je  auf  einander  senkrecht;  ein  durch  S  gehender  Kegelschnitt 
werde  von  a,  a',  b,  b ,  c,  c  .  .  .  der  Reihe  nach  in  a,  a ,  ßy  ß', 
y,  y  .  .  ,  geschnitten.  Dafs  jetzt  die  Geraden  ady  ßß ,  yy'  .  *  - 
durch  einen  festen  Punkt  M  gehen,  folgt  unmittelbar  aus  b).) 
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d)  Eine  durch  zwei  Strahlenpaare  bestimmte  Involution  zu 
vervollständigen  und  ihre  Hauptstrahlen  zu  finden. 

(Man  lege  durch  den  Scheitel  einen  Kreis  und  bestimme  in 
der  angegebenen  Weise  den  Punkt  M.  Die  Berührungspunkte 
der  von  M  ausgehenden  Tangenten  liefern  die  Hauptsirahlen.) 

e)  Man  soll  die  Hauptpunkte  einer  durch  zwei  Punktepaare 
bestimmten  Involution  konstruieren.  (Man  projiziere  die  Invo- 
lution von  einem  beliebigen  Punkte  aus.) 

f)  Wann  läfst  sich  eine  gegebene  Punktinvolution  als  eine 
Kreisinvolution  projizieren? 

g)  Einen  Kegelschnitt  konstruieren,  der  durch  vier  gegebene 
Punkte  geht  und  eine  feste  Gerade  berühn. 

(Man  suche  die  Hauptpunkte  einer  Punktinvolution.) 

h)  Einen  Kegelschnitt  konstruieren,  der  vier  gegebene  Gerade 
berührt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

i)  Durch  vier  Punkte  eine  Parabel  zu  legen. 

k)  Eine  Parabel  zu  finden,  die  drei  gegebene  Gerade  berührt 
und  durch  einen  vorgeschriebenen  Punkt  geht. 

l)  Das  gemeinsame  Paar  von  zwei  Strahleninvolutionen  zu 
finden. 

(Beide  mögen  auf  einem  durch  den  Scheitel  S  gelegten  Kreise 
abgebildet  werden;  für  den  einen  sei  M,  für  den  andern  N  der 
Hilfspunkt;  die  Gerade  MN  liefert  das  gesuchte  Strahlenpaar.) 

m)  Nachdem  zwei  Strahlenpaare  einer  Involution  gegeben 
sind,  dasjenige  Paar  zu  finden,  dessen  Gerade  einen  rechten  Winkel 
mit  einander  bilden. 

n)  Die  Axen  eines  Kegelschnitts  zu  finden,  wenn  zwei  Paare 
konjugierter  Durchmesser  gegeben  sind. 

o)  Wenn  zwei  Involutionen  auf  derselben  geraden  Linie 
liegen,  so  soll  das  gemeinsame  Punktepaar  gesucht  werden. 

§  29. 

Der  Kreis  und  die  unendlichfernen  Kreispunkte. 

1.  Wir  wenden  in  den  folgenden  Untersuchungen  recht- 
winklige Cartesische  Koordinaten  an,  schreiben  sie  aber  vielfach 
in  der  Form  Xi  ;  Xs  und  x,  :  Xs,  wo  x,  —  0  die  unendlichferne 
Gerade  darstellt,  während  für  einen  eigentlichen  Punkt  Xj  ■—  1, 
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X|  «»X,  X,  =—  y  sein  soll.    In  diesen  Koordinaten  ist  die  Gleichang 
eines  beliebigen  Kreises: 

(1)     (x,  —  ax, )*  +  (x,  -  bx,)«  —  r«x j  —  0. 

Die   Schnittpunkte   dieses   Kreises   mit  der  unendlicbfemen 
Geraden  werden  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung  (l)  xs  —  0 
setzt.     Diese  Punkte  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen: 
(2)     xs— 0,  xj  +  x}— 0. 

Wir  sehen,  dafs  alle  Kreise  die  unendlichferne  Gerade 
in  denselben  beiden  imaginären  Punkten  schneiden.  Diese 
beiden  Punkte  heifsen  als  Punkte  der  unendlichfernen  Geraden, 
obwohl  ihr  Abstand  von  einem  beliebigen  eigentlichen  Punkte 
jeden  beliebigen  Wert  hat,  die  unendlichternen  Kreispunkte. 

2.  Umgekehrt  ist  jede  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  unendlichfernen  Kreispunkte  geht,  ohne  die  ganze  unendlich- 
ferne Gerade  zu  enthalten,  ein  Kreis.  Soll  die  Kurve  l^ai«  X/ x*  =- Ü, 
wo  x,  :  xs  und  xg  :  Xs  rechtwinklige  Cartesische  Koordinaten  sind, 
mit  der  unendlichfernen  Geraden  xs  =—  0  die  Punkte  xj  +  x|  -■() 
gemeinschaftlich  haben,  so  mufs  an  =att,  an  —Osein.  Wenn 
a,  1  4=  0  ist ,  so  stellt  die  Gleichung  einen  Kreis  dar.  Für 
a,  j  =»  ai8  =»  a^a  =0  zerfällt  die  Kurve  in  zwei  Gerade,  von  denen 
die  eine  die  unendlichferne  Gerade  ist. 

Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  mit  der  unend- 
lichfernen Geraden  die  Kreispunkte,  aber  keine  weiteren 
Punkte  gemeinschaftlich  hat,  so  ist  sie  ein  Kreis. 

Speciell  ist  jeder  eigentliche  Kegelschnitt,  der  durch  die  un- 
endlichfernen Kreispunkte  geht,  ein  Kreis. 

3.  Für  einen  eigentlichen  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  stellt  der 
Ausdruck  (x  — a)« -f  (y  —  b)«  das  Quadrat  des  Absundes  der 
Punkte  (X,  y)  und  (a,  b)  dar.  Daher  ist  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (1)  für  einen  Aufsenpunkt  gleich  dem  Quadrate  der  Tan- 
gente, die  man  von  diesem  Punkte  aus  an  den  Kreis  legen  kann. 
Für  einen  Innenpunkt  ist  r«  >(x  ~  a)«  -f  (y  —  b)*,  somit 
r«  _  (x  —  a)«  —  (y  —  b)«  gleich  dem  Quadrate  aus  der  Hälfte 
der  kleinsten  Sehne,  welche  durch  den  Punkt  (x,  y)  gelegt  werden 
kann.  Daher  kann  man  die  Bedeutung  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  für  einen  beliebigen  Punkt  P  (oder  x,  y)  dadurch 
bestimmen,  dafs  man  durch  ihn  eine  Gerade  zieht,  welche  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  A  und  B  schneidet;   dann  ist  der  Wert 
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dieses  Ausdruckes  stets  gleich  dem  Produkte  PA .  PB  oder  gleich 
der  Potenz  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Für  einen 
Aufsenpunkt  hat  die  Potenz  einen  positiven  Wert,  der  dem  Qua- 
drate der  vom  Punkte  ausgehenden  Tangente  gleich  ist.  Die 
Potenz  eines  Innenpunktes  ist  negativ,  entsprechend  dem  Um- 
stände, dafs  die  Strecken  PA  und  PB  entgegengesetzte  Richtung 
haben;  ihr  Wert  ist  gleich  dem  negativen  Quadrate  aus  der  Hälfte 
der  kleinsten  durch  den  Punkt  gehenden  Sehne. 

4.  Indem  wir 

(x  —  a )» -f  (y  —  b  )*  —  r  ^  kurz  gleich  K, 
(X  —  a')*  H-  (y  —  b')''  —  r'»  kurz  gleich  K' 
setzen,  wird  die  Gleichung  desjenigen  Büschels,  welcher  durch 
die  beiden  Kreise  K  =  0,  K'  =  0  bestimmt  wird: 
(3)     K  +  >lK'  =  0. 
In  dieser  Gleichung  haben  x^  und  y*  denselben  Koefficienten 
und  fehlt  der  Koefficient  von  xy;    daher  stellt  sie  wieder  einen 
Kreis  dar.     Es  gilt  der  Satz: 

Wenn  ein  Kegelschnittsbüschel  zwei  Kreise  enthält, 
so  sind  alle  seine  Kurven  Kreise. 

5.  Für  X==  —  1  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  Form  an : 
K  —  K'  =  0  oder  in  homogenen  Koordinaten : 

(4j     (_2(a  — a')xi-2(b-b)x,  + 

(a«  +  b«  —  r»  —  a'ä  —  b  «  +  r '<')  Xs|  xj  =  0. 

Die  eine  Gerade  dieses  Linienpaares  ist  die  unendlichferne 
Linie,  die  andere  wird  im  allgemeinen  eine  eigentliche  Gerade 
sein.  Da  für  jeden  Punkt  dieser  Geraden  die  Gleichung  besieht: 
K  =  K',  so  hat  jeder  ihrer  Punkte  gleiche  Potenzen  für 
die  beiden  Kreise.  Die  Gerade  heifst  die  Potenzlinie  der 
beiden  Kreise.  Da  mit  K— 0,  K' —  0  auch  K  — K— 0 
ist,  so  geht  die  Potenzlinie  durch  die  im  Endlichen  gelegenen 
Schnittpunkte  der  Kreise;  aus  diesem  Grunde  nennt  man  sie  auch 
die  Chordale  der  Kreise. 

Die  Centrale  der  beiden  Kreise  hat  die  Gleichung: 
X  (b  —  b)  —  y  (a  —  a')  -f  ab'  -  ab  ==  0. 

Nach  (4)  ist  die  Gleichung  der  Potenzlinie: 
x(a-a')  +  y(b  — b')  — i(a«  +  b«-r»  — a'«  — b'«  +  r'»)  =  0. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  geht  hervor,  dafs  die  Potenzlinie 
auf  der  Centrale  senkrecht  steht. 
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(In  nachstehender  Figur  ist  p»,  die  Potcnzlinie  der  beiden 
von  0|0i,  p,3  die  Potenzlinie  der  Kreise  O,  und  O.,  und  pis 
die  der  Kreise  von  Oj  und  Os.) 


6.  Wenn  drei  Kreise  Ki  =0,  Kf  =  0,  K3  =  0  gegeben  sind, 
so  genügen  die  drei  Potenzlinien,  welche  man  aus  der  Verbindung 
je  zweier  Kreise  erhält,  den  Gleichungen: 

K,  -  K3  =  0,  K3  —  Kl  =  0,  K,  -  K,  =  0. 
Nun  ist  offenbar 

(K,  _Ks)  +  (K3-K.)  +  (K, -K,)  =  0; 
also  gehen  die  Potenzlinien  p^s,  pis  und  pn  der  drei  Kreise  K| , 
K2,  K3  durch  denselben  Punkt,  den  Potenzpunkt  der  Kreise. 

7.  Wenn  (u,  v,  w)  die  Hesseschen  Koordinaten  einer  geraden 
Linie  und  (a,  b)  die  zugehörigen  rechtwinkligen  Qrtesischen 
Koordinaten  eines  Punktes  sind,  so  stellt  bekanntlich  die  Form 

au  +  bv  +  w 
den  Abstand  des  Punktes  (a,  b)  von  der  Geraden  (u,  v,  w)  dar. 
Demnach  wird  diese  Gerade  eine  Tangente  des  mit  dem  Radius 
r  um  den  Punkt  (a,  b)  beschriebenen  Kreises,  wenn  die  Gleichung 
erfüllt  wird: 

(5)     au  -f  bv  +  w  =  ±  r. 
Diese  Kurve  kann  auch  durch   eine  homogene  quadratische 
Gleichung  in  der  Form 

(6)    (au  +  bv  +  w)»  =  r*(u«  +  v«) 

dargestellt   werden,    weil  nach  §   11,   5   die   Relation   besteht: 

18* 
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u»-t-v*  =  l.  Auf  die  Form  (6)  kommt  man  auch,  wenn  man 
die  Gleiciiung  (1)  nach  der  in  §  14,  9  gegebenen  Vorschrift  durch 
Linienkoordinaten  ausdrückt. 

8.  Wenn  man  in  der  Gleichung  (G)  r  veränderlich  sein  läfst, 
so  gelangt  man  zu  der  Gesamtheit  der  um  den  Punkt  (a,  b)  als 
Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise.  Alle  diese  Kreise  bilden  eine 
Kurvenschar,  welcher  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  und  das 
imaginäre  Punktepaar  u*  +  v*  =  0  angehören.  Dies  Punktepaar 
stellt  sich  in  Punktkoordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen  dar : 

X3=0,  xf +x|=0; 
es  ist  also  mit  den  unendlichfernen  Kreispunkten  identisch.  Dem- 
nach stellt  sich  ein  System  konzentrischer  Kreise  als  die  Gesamt- 
heit aller  Kurven  zweiter  Klasse  dar,  welche  durch  die  von  einem 
festen  Punkte  (dem  Mittelpunkte)  nach  den  unendlichfernen  Kreis- 
punkten gezogenen  Geraden  doppelt  berührt  werden.  Wir  dürfen 
diese  Beobachtung  auch  in  folgenden  Worten  aussprechen: 

Alle  Kurven  zweiter  Klasse,  welche  in  den  unendlichfernen 
Kreispunkten  durch  die  Verbindungsgeraden  mit  einem  festen 
Punkte  berührt  werden,  sind  Kreise,  welche  den  festen  Punkt  zum 
Mittelpunkte  haben. 

Schon  hieraus  geht  hervor,  dafs  das  System  konzentrischer 
Kreise  auch  einen  Büschel  bildet,  dafs  demnach  für  dies  System 
die  in  §  25  hergeleiteten  Sätze  gelten. 

9.  Die  Form  (5)  ist  recht  geeignet,  manche  Eigenschaften 
der  Kreise  mit  Leichtigkeit  herzuleiten.  Wir  wollen  uns  damit 
begnügen,  eine  wichtige  Beziehung  mehrerer  Kreise  zu  einander 
mit  ihrer  Hilfe  zu  beweisen. 

Zu  dem  Ende  führen  wir  folgende  Symbole  ein: 
(7)     Ai  =  aiu  +  biv  +  w,  ^,  =  a,u  +  b^v  -f  w, 
Ai  =aju  -f  bsv  +  w. 
Da  Ai  den  Abstand  des  Punktes  (ai,  bi)  von  der  Geraden 
(u,  V,  w)  darstellt,  so  ist  Ai  =  ±  fi   die  Gleichung  eines  Kreises 
mit  dem  Mittelpunkte  (a»,  b»)   und  dem  Radius  n.     Mit  diesem 
Kreise  stellen  wir  diejenigen  Kreise  zusammen,  deren  Gleichungen 
in  entsprechender  Weise  sind:  ^,  =±rg,  ^j  =±rs. 
Die  Gleichung: 

(*>      ü  =    r. 
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ist  homogen  linear  in  u,  v,  w;  sie  stellt  also  einen  Punkt  dar, 
welcher  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  Ai  =s  0  und  At  =0, 
der  Centrale  der  beiden  ersten  Kreise,  liegt.  Die  Abstände  einer 
beliebigen  durch  diesen  Punkt  gelegten  Geraden  von  den  Mittel- 
punkten verhalten  sich  wie  die  Radien.  Die  Gleichung  wird 
befriedigt  für  Ai  =  n,  At  =u  und  für  .-li  =  —  ri,  ^,  =  —  rg. 
Daher  treffen  sich  in  diesem  Punkte  auch  diejenigen  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  der  beiden  Kreise,  denen  gegenüber  die  Mittel- 
punkte auf  derselben  Seite  liegen.  Dieser  Punkt  heifst  der  äufsere 
Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise. 

Durch  die  Gleichung:  ,  .     -dl  —  _  ^* 

^      r»    —  r, 

wird  ein  Punkt  dargestellt,  welcher  ebenfalls  der  Centrale  an- 
gehört und  zu  dem  Punkte  (8) 
den  Mittelpunkten  gegenüber 
harmonisch  liegt.  Die  Abstände 
einer  beliebigen  durch  diesen 
Punkt  gelegten  Geraden  von  den 
Mittelpunkten  verhalten  sich  wie 
die  Radien;  aber  die  Mittel- 
punkte liegen  jedesmal  auf  ver- 
schiedenen Seiten  einer  solchen 
Geraden.  Auch  durch  diesen 
Punkt  gehen  zwei  gemeinschaft- 
liche Tangenten  der  Kreise; 
aber  diesen  beiden  Tangenten 
gegenüber  liegen  die  Kreise  auf 
verschiedenen  Seiten.  Der  Punkt 
heifst  ein  innerer  Ähnlich- 
keitspunkt der  Kreise. 

10.  Die  drei  Kreise  (7) 
haben  drei  äufsere  und  drei 
innere  Ähnlichkeitspunkte.  Die 
drei  äufsern  Ähnlichkeitspunkte 
werden  durch  die  Gleichungen 
gegeben : 

A% A$    As Ai    Ä\ Af 

r-i  "~   Ts      Vi        Vx      r»         r^ 
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Diese  drei  Gleichungen  werden  befriedigt  für 

Ai  Af Ai 

r,  ""   rs  ~"  rs  * 
somit  liegen  die  drei  äufsern  Ähnlichkeitspunkte  in  gerader  Linie. 


Die  Gerade,  welche  durch  die  innern  Ähnlichkeitspunkte 

Ai  Ai     Ai Ai 

r2  "^        rs'    ra  ""        r, 
hindurchgeht,  befriedigt  die  Gleichung: 

r,         Ti' 
es  liegen  also  jedesmal  zwei   innere  mit  einem   äufsern  Ähnlich- 
keitspunkte in  gerader  Linie. 

Die  sechs  Ähnlichkeitspunkte  dreier  Kreise  bilden 
die  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierseits,  dessen 
Diagonalen  sich  paarweise  in  einem  der  drei  Mittel- 
punkte schneiden. 

11.  Zwei  Gerade  (u',  v',  w')  und  (u",  v",  w")  sind  konjugierte 
Polare  in  Bezug  auf  die  unendlichfernen  Kreispunkte,  wenn  die 
Gleichung  besteht: 

(10)     u u"  +  V  v"  «-  0. 
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Nun  giebt  u  den  Cosinus,  v  den  Sinus  des  Winkels  an,  den 
die  auf  die  Gerade  (u',  v',  w )  gefällte  Senkrechte  mit  der  x-Axc 
bildet;  die  entsprechende  Bedeutung  für  die  zweite  Gerade  haben 
u  und  v".  Die  linke  Seite  von  (10)  stellt  somit  den  Cosinus 
des  Winkels  dar,  den  die  auf  die  beiden  Geraden  gefällten  Senk- 
rechten mit  einander  bilden.  Die  Gleichung  (10)  sagt  also  aus, 
dafs  die  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Zwei  zu  den  unendlichfernen  Kreispunkten  konju- 
gierte Polare  stehen  auf  einander  senkrecht. 

Der  Pol  einer  gegebenen  Geraden  für  die  unendlichfernen 
Kreispunkte  ist  der  Punkt,  in  welchem  die  unendlichferne  Gerade 
von  den  zu  der  gegebenen  Linie  senkrechten  Geraden  geschnitten 
wird. 

12.  Zwei  unendlichferne  Punkte  (x'  :  y)  und  (x"  :  y")  liegen 
zu  den  unendiichfernen  Kreispunkten  harmonisch,  wenn  die  Glei- 
chung erfüllt  ist: 

(11)     x'x"-fyy  =  0. 

Diese  Gleichung  kommt  ganz  auf  die  Gleichung  (10)  hinaus; 
da  sie  aber  für  manche  Anwendungen  besser  geeignet  ist,  wollten 
wir  sie  wenigstens  anführen. 

Übungen : 

1)  a)  Die  Hauptstrahlen  einer  jeden  Involution,  deren  zuge- 
ordnete Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen,  gehen  durch  die 
unendlichfernen  Kreispunkte. 

b)  Auf  der  unendlichfernen  Geraden  erzeugen  die  Schnitt- 
punkte mit  Paaren  auf  einander  senkrecht  stehender  Geraden  eine 
Involution,  deren  Hauptpunkte  die  Kreispunkte  sind. 

c)  Zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Gerade  schneiden 
die  unendlichferne  Gerade  in  Punkten,  die  zu  den  Kreispunkten 
harmonisch  liegen. 

2)  a)  Jedem  Kegelschnittsbüschel  gehört  eine  gleichseitige 
Hyperbel  an. 

(Es  ist  das  diejenige  Kurve  des  Büschels,  für  welche  die 
unendlichfernen  Kreispunkte  konjugierte  Pole  sind.) 

b)  Sobald  einem  Büschel  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  ange- 
hören, enthält  derselbe  nur  gleichseitige  Hyperbeln. 

(Man  beachte  die  auf  der  unendlichfernen  Geraden  erzeugte 
Involution.) 
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c)  In  diesem  Falle  besteht  jedes  dem  Büschel  angehörende 
Geradenpaar  aus  zwei   sich  senkrecht  durchschneidenden  Linien. 

d)  Zwei  gleichseitige  Hyperbeln  durchschneiden  sich  stets  in 
vier  Punkten,  welche  die  Eckpunkte  und  den  Höhenpunkt  eines 
Dreiecks  darstellen. 

e)  Hiermit  hängt  der  Satz  der  elementaren  Geometrie  zu- 
sammen : 

Für  dasjenige  Dreieck,  weiches  zwei  von  den  Eckpunkten 
eines  gegebenen  Dreiecks  und  den  Höhenpunkt  zu  Eckpunkten 
hat,  fällt  der  Höhenpunkt  mit  dem  dritten  Eckpunkte  des  ge- 
gebenen Dreiecks  zusammen; 

oder: 

Nimmt  man  irgend  drei  von  den  vier  Schnittpunkten  zweier 
Geradenpaare,  deren  Linien  auf  einander  senkrecht  stehen,  zu 
Eckpunkten  eines  Dreiecks,  so  ist  der  vierte  Schnittpunkt  jedes- 
mal der  Höhenpunkt  des  Dreiecks. 

f)  Die  Mittelpunkte  der  zu  dem  Büschel  b)  gehörenden 
Kurven  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  die  Mitten  der  Seiten, 
die  Fufspunkte  der  Höhen  und  die  Mitten  der  obern  Höhen- 
abschnitte liegt  (Feuerbachscher  Kreis). 

(Der  die  Mittelpunkte  enthaltende  Kegelschnitt  mufs  durch 
die  unendlichfernen  Kreispunkte  und  durch  die  Mitten  der  Ver- 
bindungsstrecken von  je  zwei  Schnittpunkten  gehen.) 

g)  Wenn  umgekehrt  die  Kurven  eines  Büschels  sich  in  den 
Eckpunkten  eines  Dreiecks  und  seinem  Höhenpunkte  schneiden, 
so  enthält  er  nur  gleichseitige  Hyperbeln. 

h)  Man  verifiziere  die  in  a)— d),  f),  g)  angegebenen  Resultate 
durch  Rechnung. 

(Eine  Seite  und  die  zugehörige  Höhe  seien  die  Koordinaten- 
axen,  und  man  lasse  (fd,  0),  (/<',  0),  (0,  v\  (0,  i^')  die  gemeinschalV 
lichcn  Punkte  sein.    Dann  mufs  ////  -f  vr  =  0  sein.    Jeder  Kegel- 
schnitt, der  durch  die  vier  Punkte  geht,  hat  die  Gleichung: 
vr'x^  +  2a,2xy  -f  fjfi'y*  —  vp'  {fi  +  fi)  x  —  ///u'  (r  +  v')  y 

—  fifi'vv'  =  0. 
Aus  diesen  Gleichungen  leite  man  die  angegebenen  Sätze  her.) 

3)  a)  Wenn  die  Axen  zweier  Parabeln  auf  einander  senk- 
recht stehen,  so  entiiält  der  durch  sie  bestimmte  Büschel  einen 
Kreis. 
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(Lage  der  unendlichfernen  Punkte  der  Parabeln  zu  den  Kreis- 
punkten.) 

b)  Sobald  ein  Büschel  einen  Kreis  enthält,  stehen  die  Axen 
der  demselben  angehörenden  Parabeln  auf  einander  senkrecht. 
Die  Mittelpunkte  der  Kurven  des  Büschels  liegen  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel. 

(Der  unendlichferne  Punkt  einer  Parabel  mufs  auch  als  Mittel- 
punkt angesehen  werden.) 

4  Wenn  drei  Kegelschnitte  zwei  Punkte  gemeinschaftlich 
haben,  so  gehen  die  drei  Geraden,  durch  welche  die  Schnittpunkte 
von  je  zweien  dieser  Kurven  verbunden  werden,  durch  denselben 
Punkt. 

(Erweiterung  des  Satzes  über  den  Potenzpunkt  dreier  Kreise.) 

§  30. 
Das  Hauptaxenproblem  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

1.  Wir  nehmen  an,  es  sei  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten  gegeben, 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  ein  neues  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem so  zu  bestimmen,  dafs  unter  Benutzung  desselben  die 
Gleichung  der  Kurve  ihre  einfachste  Gestalt  erhält.  Die  gegebene 
Form  sei: 

(l)     ax^  +  2bxy  +  cy^  +  2dx  +  2ey  +  f  =  0. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  soll 
darin  bestehen,  ein  neues  rechtwinkliges  System  (§,  if}  unter  Bei- 
behaltung des  Anfangspunktes  so  zu  bestimmen,  dafs  in  den  neuen 
Koordinaten  der  Koefficient  des  Produktes  |iy  null  wird.  Wir 
erhalten  dadurch  die  Form: 

Ag*  +  Bfi*  +  2Q  -f  2Df;  -f  E  =  0. 

Diese   Form   soll   dadurch   geändert   werden,   dafs  man   das 
Koordinatensystem  parallel  verschiebt,  dafs  man  also  neue  recht- 
winklige Koordinaten  (X,  Y)  durch  die  Gleichungen  einfuhrt: 
§  =  X  +  m,   /;  =.  Y  +  n. 

Dadurch  erleiden  die  Koefficienten  A  und  B  keine  Ver- 
änderung; man  kann  aber  m  und  n  so  wählen,  dafs  C,  D,  E  ihre 
einfachsten  Werte  erhalten.  Dieser  zweite  Teil  des  Problems 
bietet  geringe  Schwierigkeit,  nachdem   der  erste  Teil  gelöst  ist. 
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Wir  müssen  uns  daher  hauptsächlich  dem  zuerst  angegebenen 
Probleme  zuwenden  und  sprechen  dasselbe  zunächst  in  folgender 
Form  aus: 

A)  Nachdem  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  rechtwinkligen  Koordinaten  gegeben  ist, 
soll  unter  Beibehaltung  des  Anfangspunktes  ein  neues 
rechtwinkliges  System  so  bestimmt  werden,  dafs  in  der 
auf  das  neue  System  bezogenen  Gleichung  das  Produkt 
der  Koordinaten  wegfällt. 

2.  Wir  wollen  dies  Problem  noch  in  anderer  Weise  aus- 
sprechen. Wenn  wir  die  Gleichung  (1)  durch  beliebige  Umwand- 
lung der  Koordinaten  (x,  y)  in  die  Koordinaten  (x',  y)  auf  die 
neue  Form  bringen: 

a'x«  +  2b'x'y'  +  2cy'»  +  2d'x  -h  2ey  +  f  =  0, 
so  hangen  die  neuen  Koefficienten  a',  b',  c'   nur  ab  von  a,  b,  c 
und   den   Transformations-Koefficienten.     Solange   man   nur  die 
Koefficienten  a',  b',  c'  kennen  lernen  will,  braucht  man  die  Koeffi- 
cienten d,  e,  f  der  Gleichung  (1)  nicht  zu  berücksichtigen. 

Unter  Benutzung  rechtwinkliger  Koordinaten  sind  die  qua- 
dratischen Glieder  für  jeden  Kreis:  x^  -(-  y*;  wenn  diese  Form 
ungeändert  bleibt,  so  ist  auch  das  neue  Koordinatensystem  recht- 
winklig. 

Demnach  können  wir  das  Problem  A)  durch  das  folgende 
ersetzen : 

B)  Die  beiden  quadratischen  Formen 

<P  =  ax*  -f-  2bxy  +  cy* 

y=x«  +  y« 
sollen  durch  homogene  lineare  Gleichungen  so  umge- 
staltet werden,  dafs  die  zweite  Form  ungeändert  bleibt 
und   die    erste   nur   die   Quadrate   der   Veränderlichen 
enthält. 

3.  Rechtwinklige  Gerade  sind  konjugierte  Polare  zu  den  un- 
endlichfernen Kreispunkten;  ihre  Schnittpunkte  mit  der  unendlich- 
fernen Geraden  liegen  zu  diesen  Punkten  harmonisch.  Die  un- 
endlichfernen Punkte  der  Kurve  (1)  ergeben  sich  aus  der  Gleichung : 

(2)     ax«  +  2bxy  +  cy«  =  0. 
In   diesem  Ausdrucke   wird   der  Koefficient  von   xy   gleich 
null,  wenn  man  der  Bestimmung  ein  Punktepaar  zu  Grunde  legt, 
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welches  zu  den  Punkten  (2)  harmonisch  liegt.     Hiernach  stellen 
wir  das  folgende  Problem  auf: 

C)  Zu  den  beiden  unendlichfernen  Punktepaaren 

(2)  ax»  +  2bxy  +  cy«  =  0 

(3)  x«  +  y«  =  o 

ein   gemeinsames    Paar    harmonischer   Punkte    zu   be- 
stimmen. 

Für  einen  Mittelpunkts -Kegelschnitt  kommt  das  Problem 
darauf  hinaus,  zu  der  gegebenen  Kurve  und  einem  konzentrischen 
Kreise  ein  gemeinsames  Paar  konjugierter  Durchmesser  zu  be- 
stimmen. Da  dies  Problem  aber  nicht  auf  alle  Kegelschnitte  an- 
gewandt werden  kann,  wollen  wir  es  nicht  näher  behandeln. 

4.  Wir  wenden  uns  zunächst  dem  Problem  C)  zu  und  suchen 
einen  unendlichfernen  Punkt  {X  :  /i),  welcher  in  Bezug  auf  die 
beiden  Punktepaare  (2)  und  (3)  denselben  harmonischen  Punkt 
(x  :  y)  hat.  Damit  die  Punkte  (;i  :  ft)  und  (x  :  y)  zu  den  Punkten 
des  Paares  (2)  harmonisch  liegen,  mufs  die  Bedingung  erfüllt  sein : 

aix  +  b  (^x  +  ^y)  +  c^  =  0; 
die  beiden  Punkte  liegen  aber  gegen  das  Punktepaar  (3)  harmo- 
nisch, wenn  ist: 

^x  +  /t/y  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  in  x,  y  homogen  linear;  sie 
liefern  demnach  für  den  Bruch  x  :y  nur  dann  denselben  Wert,  wenn 
die  Koefficienten  einander  proportional  sind,  wenn  man  also  einen 
Faktor  m  derartig  bestimmen  kann,  dafs  die  Gleichungen  be- 
stehen: 

aX  +  hfi  =  <oX,  b;i  +  c//  =  (Ofi 
oder 

(4)    (a  —  ©)  ;i  +  b|t/  =  0,  bJl  -h  (c  -  cd)  ^  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  homogen  linear  in  den  Un- 
bekannten X  und  ^;  sie  können  also  nur  befriedigt  werden,  wenn 
die  Determinante  verschwindet,  oder  wenn  a>  eine  Wurzel  der 
Gleichung  ist: 

(5) 


^  -  «^        ^      i  =  0. 


b  c  —  a>   j 


5.    Diese  Gleichung  braucht  nur  für  den  Fall   untersucht  zu 
werden,  dafs  der  Koefficient  b  von  null  verschieden  ist. 
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Da  der  Ausdruck 

(a  —  ö>)  (c  —  co)  —  b* 
für  sehr  grofse  positive  und  negative  Werte  von  a>  einen  posi- 
tiven, aber  für  co  =  a  und  co  =  c  einen  negativen  Wert  hat,  so 
findet,  wenn  man  co  als  variabel  betrachtet  und  stetig  alle  reellen 
Werte  annehmen  läfst,  ein  Zeichenwechsel  und  damit  ein  Durch- 
gang durch  null  statt.  Die  Gleichung  (5)  hat  also  zwei  reelle 
Wurzeln  coi   und  co^. 

Diese  Wurzeln  können  nur  gleich  sein,  wenn  zugleich  die 
Ableitung  der  linken  Seite,  also  die  Gleichung 

2a>  =  a  -[-  c 

kr-j-*     '  A     xT       '4.          a  +  c       a  —  c          a  +  c       c  —  a 
befriedigt  wird.    Nun  ist  a ~~  =  —  — ,  c ~-  =  — ~  . 

JL  iL  Ja  6 

Die  Gleichung  (5)  hat  also  nur  dann  gleiche  Wurzeln,  wenn  die 
Bedingung  erfüllt  ist: 

—  (a  —  c)2  ~  4b-^  =  0. 

Das  ist  aber  für  reelle  Werte  von  a,  b,  c  nur  möglich,  wenn 
a  =  c,  b  =  0  ist,  wenn  also  die  Gleichung  (1)  einen  Kreis  dar- 
stellt. Dann  ist  aber  das  erste  Problem  bereits  gelöst;  wir  dürfen 
uns  also  auf  den  Fall  ungleicher  Wurzeln  beschränken. 

6.  Es  seien  (Ox  und  <x)%  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5);  zu 
coi  möge  nach  (4)  das  Wertepaar  ;i,,  ^,  und  zu  ©^  in  gleicher 
Weise  das  Wertepaar  X-i^  n^  gehören. 

Demnach  bestehen  die  Gleichungen: 

(6)  a^  +  b^i  =  «1^1,  b^i  +  c^i  =  (Oiiii 
und 

(7)  aij  +  b^,  =  (ö,^,,  bAj  -f  c/M^  =  ca^fit. 

Indem  wir  die  beiden  ersten  Gleichungen  mit  X^y  fii  multi- 
plizieren und  addieren,  folgt: 

aXiXi  +  b  (Xi/ii  +  X2fii)  +  cfiifii  =  0)1  {XiXi  +//,^j). 
Ebenso  ergiebt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  durch 
Multiplikation  mit  Xi   und  ^i   die  Relation: 

a^i Aj,  -f  b  (Xxfii  +  Xifii)  +  Cfiifii  =  oot  (XiX^  +  ^,|M,). 
Die  Subtraktion  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Beziehung : 
(a>,  —  a)i)(XiXi  +^,^^)=:0 
oder  da  die  Wurzeln  oji  und  co^  ungleich  sein  sollen,  aut 
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Dann  mufs  aber  auch  die  linke  Seite  einer  jeden  der  beiden 
letzten  Gleichungen  verschwinden;  oder  es  bestehen  die  Glei- 
chungen : 

^      al,  Xi+h  (i,  fit  +  A,^, )  +  cfii  fit  =  0 
^'^     X,X,+fi,fit=0. 

Die  unendlichfernen  Punkte  (^1,  ^,,  0)  und  (Jl,,  ^,,  ü)  sind 
also  konjugierte  Pole  zu  den  beiden  Kurven  oder  liegen  harmonisch 
je  zu  ihren  unendlichfernen  Punkten. 

In  der  unendlichfernen  Geraden  giebt  es  stets  ein 
und  nur  ein  einziges  Punktepaar,  welches  zu  einem 
Kreise  und  einer  beliebigen  Kurve  zweiter  Ordnung, 
die  selbst  kein  Kreis  ist,  ein  Paar  konjugierter  Pole 
darstellt. 

Hiermit  ist  das  Problem  C)  gelöst.  Ehe  wir  zu  dem  Problem 
B)  übergehen,  wollen  wir  aus  dem  letzten  Satze  folgende  ein- 
fache Folgerung  ziehen: 

Ein  Kreis  und  ein  von  einem  Kreise  verschiedener  Mittel- 
punkts-Kegelschnitt haben  stets  ein  einziges  Paar  paralleler  kon- 
jugierter Durchmesser. 

Da  aber  konjugierte  Durchmesser  eines  Kreises  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  können  wir  das  letzte  Resultat  auch  in  fol- 
gender Weise  aussprechen: 

Jeder  Kegelschnitt,  der  einen  Mittelpunkt  besitzt,  hat  ent- 
weder ein  Paar  von  senkrechten  konjugierten  Durchmessern,  oder 
jeder  Durchmesser  steht  auf  seinem  konjugierten  senkrecht. 

7.  Um  von  dem  Problem  C)  zum  Problem  B)  überzugehen, 
setzen  wir: 

(y)     x  =  Xtg  +  Xitj,  y=fii§  +  fitrj. 

Für  jy  =  0  wird  x :  y  =  ^i  :  ^1  und  für  ^  =  0  wird  x  :  y  =  ij  ifit ; 
die  neuen  Axen  gehen  also  durch  die  soeben  gefundenen  unend- 
lichfernen Punkte  hindurch. 

Soll  jetzt 

x2  4-  yt  ==  §«  +  ^' 
sein,  so  treten  zu  den  früheren  Gleichungen  noch  die  Bedingungen 
hinzu: 

(10)     ;if+^f  =  l,  ^l+A^I  bl- 
indem wir  ferner  setzen: 

(11)    aX\  +  2hX,fi,+Cfi\=A,  :iX\  +  2hX,fi^  +  Cfi\=B 
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und    die    Gleichungen    (8)    berücksichtigen,    geht    der   Ausdruck 
ax^  +  2bxy  +  cy*  über  in 

(12)     ax»  +  2bxy  +  cy«  =  Ag*  +  Bry«. 

8.  Wir  wollen  das  Problem  B)  jetzt  direkt  in  Angriff  nehmen. 
Damit  die  Form  x^  +  y*  durch  die  Transformation  (9)  ungeändert 
bleibt,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

(13)     Af  +  ^?  =  1,  Xl+fil  =  1,  X,X,  +  fi.fi,  =  0. 

Die  Gleichung  (12)  kann  aber  unter  Beibehaltung  der  Ab- 
kürzungen (11)  nur  befriedigt  werden,  wenn  die  vier  Koefficienten 
^1,  ^1,  Xi,  fii  der  Forderung  genügen: 

(14)     ^XiXi  +h(Xifd2  +^2f^i)-\-Cfiifii  =0. 

Somit  sind  uns  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  vier 
Gröfsen  Xi,  -^2»  f^i>  f^2  gegeben;  wir  müssen  nachweisen,  dafs 
diese  Gleichungen  eine  reelle  Lösung  zulassen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  die  dritte  Gleichung  (13)  mit  der 
Gleichung  (14)  zusammen,  indem  wir  die  letztere  in  der  Form 
schreiben: 

{aX,  +  hfl, )  ;.,  +  (hX,  +  cfi, )  M,  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert,  nachdem  Xi  und  ^i  bestimmt  sind, 
für  den  Quotienten  ^2  -  /"2  denselben  Wert,  wie  die  dritte  Glei- 
chung (13),  wenn  die  Koefficienten  von  X2  und  ^2  in  den  beiden 
Gleichungen  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 
Demnach  mufs  sein: 

aAi  +b//,  =cöAi,  bAi  +c/ii  =a>^i. 

Das  sind  aber  dieselben  Gleichungen,  von  denen  wir  oben 
ausgegangen  sind;  wir  können  also  jetzt  den  obigen  Weg  wieder 
verfolgen. 

y.  Um  die  geometrische  Bedeutung  der  durch  die  drei  Glei- 
chungen (13)  bestimmten  Gröfsen  Xi,  X^,  /ii,  fi^  zu  finden,  be- 
achten wir,  dafs  aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

fii        =      XXly        X^       =      —      Xfil. 

Indem  wir  diese  Werte  in  die  zweite  Gleichung  einsetzen 
und  das  Resultat  mit  der  ersten  vergleichen,  folgt:  x*=  1,  oder 
x  =  ±l.     Die  erste  Gleichung  gestattet 

Xi  =  cos  a,  fii  =  sin  a 
zu  setzen,   wo  a  den  Winkel  bedeutet,  den   die  |-Axe  mit  der 

x-Axe  bildet.     Für  x  =  -f  1  wird  jlj  =  -—  sin  a  =  cos  (  a  -f-  ^  j. 
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^,  =  cos  a  =  sin  U  +  ~  j;  die  jy-Axe  bildet  also  mit  der  x-Axe 


den  Winkel  a  -|-     . 

Wählen  wir  x  =  —  1,  so  wird  i,  =  sin  a  =  cos(a— -\ 

fAi  =  —  cos  a  =  sin  f  rt  —  -  V   oder   die  r/-Axe  bildet   mit  der 

-  \\L  den  Winkel  a  —  -. 
2 

Im  Falle  (x  =  1)  wird  das  neue  Koordinatensystem  aus  dem 
ursprünglichen  erhalten,  indem  man  eine  Drehung  von  der  Gröfsc 
a  ausführt;  im  zweiten  Falle  (x  =  — -  1)  wird  das  neue  System 
nicht  durch  eine  blofse  Drehung  aus  dem  gegebenen  erhalten. 

Den  Gleichungen  (13)  genügen  unter  Beibehaltung  des  An- 
fangspunktes nur  die  beiden  Transformationen: 

X  =  g  cos  a  —  jy  sin  a 
y  =  g  sin  a  +  ?/  cos  ö 


(15) 
und 

(16) 


\  =  gcos  a  +  jy  sm  a 
y  =  ij  sin  a  —  i]  cos  a. 

10.  Das  sind  aber  auch  die  einzigen  Transformationsformen, 
durch  welche  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  in  ein  anderes 
rechtwinkliges  System  von  demselben  Anfangspunkte  umgewandelt 
wird.  Denn  wenn  die  neue  x-Axe  mit  der  alten  den  Winkel  a 
bildet,  so  mufs  die  neue  y-Axe  mit  ihr  entweder  den  Winkel 

a  +  .  oder  et  —  -  bilden.     Im  ersten  Falle  wird  die  Transfer- 

mation  durch  die  Gleichungen  (15),  im  zweiten  durch  die  Glei- 
chungen (16)  vermittelt.  Wie  wir  gesehen  haben,  können  wir 
die  beiden  Fälle  dadurch  zusammenfassen,  dafs  wir  die  Trans- 
formation (9)  anwenden  und  zwischen  den  Koefficienten  die 
Bedingungen  (13)  voraussetzen.  Dadurch  ist  das  Problem  A)  auf 
das  Problem  B)  zurückgeführt. 

11.  Somit  ist  der  erste  Teil  unserer  Aufgabe  auf  verschiedene 
Weise,  wenn  auch  wesentlich  auf  derselben  Grundlage,  gelöst. 
Wir  müssen  also  jetzt  dazu  übergehen,  die  Form 

(17)     Ag»  +  Bf/«  +  2Q-f2D/;H-E  =  0 
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durch  Einführung  paralleler  Koordinaten  zu  vereinfachen.    Indem 
wir  setzen: 

g  =  X  +  m,  ,y  =  Y  +  n, 
geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  über: 
(18)    AX«  +  BY*  +  2  (Am  +  C)  X  +  2  (Bn  +  D)  Y 

+  Am«  4-  Bn«  +  2Cm  +  2Dn  +  E  =  0. 

Diese  Gleichung  erfordert  eine  verschiedene  Behandlung,  je- 
nachdem  keiner  von  den  Koefficienten  A  und  B  verschwindet 
oder  einer  von  ihnen  gleich  null  ist. 

12.  Wenn  die  beiden  Koefficienten  A  und  B  von  null  ver- 
schieden sind,  so  können  wir  die  Gröfsen  m  und  n  so  be- 
stimmen, dafs 

Am  +  C  =  0,   Bn  -f  D  =  0 
wird.     Wir  haben  alsdann  noch  zu  unterscheiden,  ob  für  diese 
Werte  von  m  und  n  das  absolute  Glied 

Am«  +  Bn«  +  2Cm  -f  2Dn  +  E 
einen  von  null  verschiedenen  oder  den  Wert  null  annimmt.  Im 
ersten  Falle  dürfen  wir  die  ganze  Gleichung  durch  das  absolute 
Glied  dividieren  und  ihm  auf  diese  Weise  den  Wert  eins  geben. 
Indem  wir  noch  die  Vorzeichen  der  Quadrate  in  Betracht  ziehen, 
erhalten  wir  folgende  Einteilung: 

I.   A)  a)  —  +  f-,  +  1  =  0,  imaginärer  Kegelschnitt, 
b)^--  +  J-*  =  l,  Ellipse, 

I.    B)  a)  --  4-  ^-  =  0,  Paar  von  imaginären,  einander  schnei- 


denden Geraden, 

_  ^^  n 
b« 


b)  -=  —  ^  =  0,  Paar   von   reellen,   einander   schnei 


denden  Geraden. 

13.  Wenn  einer  der  beiden  Koefficienten  A  und  B  der  Glei- 
chung (18),  etwa  A  gleich  null  ist,  so  dürfen  wir  den  andern 
gleich  eins  setzen.  Die  Gleichung  (18)  nimmt  dadurch  die  Ge- 
stalt an: 

Y«-f  2CX  4- 2(n  +  D)  Y  4- n*+ 2Cm  +  2Dn -fE  =  0. 
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Hier  kann  man  den  Koefficienten  von  Y  gleich  null  machen. 
Wenn  C  von  null  verschieden  ist,  so  kann  man  auch  das  abso- 
lute Glied  zum  Verschwinden  bringen;   die  Gleichuni»  wird  also 

Y«  +  iCX  =  0. 
Für  C  =  0  hat  man  zu  unterscheiden,  ob  das  absolute  Glied 
von  null  verschieden  ist  oder  ebenfalls  verschwindet;  daher  treten 
zu  den  soeben  angegebenen  Arten  die  folgenden  hinzu: 
n.  A)  y«  =  2ax,  Parabel, 

B)  a)  y»  +  a*  =  0.  Paar  paralleler  imaginärer  Geraden, 

b)  y*  — a*  =  0,  Paar  paralleler  reeller  Geraden, 
B)  y*  =  0  (Doppelgerade). 

14.  Wir  sehen,  dafs  dieselben  Formen,  durch  welche  früher 
bei  schiefwinkligen  Koordinaten  die  einzelnen  Arten  charakterisiert 
wurden,  auch  für  rechtwinklige  Koordinaten  erhalten  werden. 
Die  Reihenfolge  ist  eine  verschiedene,  weil  hier  die  Kurven  an 
erster  Stelle  nach  ihrer  Lage  zur  unendlichfernen  Geraden  unter- 
schieden werden.  Diejenigen  beiden  Anen,  welche  bei  der  in 
§  19  vorgenommenen  Einteilung  unter  II  B)  c)  und  III  b)  an- 
gegeben wurden,  können  hier  nicht  auftreten,  weil  wir  ausdrücklich 
vorausgesetzt  haben,  dafs  die  Kurve  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
durch  eine  quadratische  Gleichung  dargestellt  werde. 

Übungen: 

1)  Im  folgenden  ist  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu 
Grunde  gelegt;  man  bringe  die  Gleichungen  auf  die  einfiachste 
Form,  welche  sie  für  rechtwinklige  Axen  annehmen  können: 

a)  X»  +  xy  +  y«  +  2x  +  3y  -3  =  0, 

b)  x«  +  6xy+y«  +  2x  +  2y+l=0, 

c)  3x«  -  2xy  +  y«  +  2x  +  2y  4-  5  =  0, 

d)  4x«  +  4xy  +  y*  —  2x  +  3y  +  5  =  0. 

2)  Jede  Gleichung  zweiten  Grades  in  Cartesischen  Koordi- 
naten, in  welcher  x-*  und  y*  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
versehen  sind,  stellt  eine  Hyperbel  dar,  falls  die  Determinante 
von  null  verschieden  ist. 

3)  Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  sei  in  Hesseschen  Linien- 
koordinaten u,,  Ui,  U3,  wo  uf  +  u|  =  l  ist,  in  der  l'orm  gegeben: 
2:AixUiUx  =0.  Die  Determinante  aus  den  Kocfticienten  dieser 
Gleichung  wird  von  null  verschieden  vorausgesetzt. 
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a)  Man  leite  direkt  aus  dieser  Form  die  Bedingungen  dafür 
her,  dafs  die  Gleichung  eine  imaginäre  Kurve,  eine  Ellipse,  eine 
Hyperbel  oder  eine  Parabel  darstellt. 

b)  Man  gehe  erst  von  der  angegebenen  Form  auf  eine  Dar- 
stellung in  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten  über,  stelle 
in  den  neuen  Koefficienten  die  entsprechenden  Bedingungen  auf 
und  gehe  dann  wieder  auf  die  Koefficienten  Aix  zurück. 

§  31. 

Konfokale  Kegelschnitte. 

1.  Unter  einer  Schar  konfokaler  Kegelschnitte  ver- 
stehen wir  eine  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse,  zu  der  die 
unendlichfernen  Kreispunkte  gehören.  Der  Untersuchung  legen 
wir  ein  zu  einem  rechtwinkligen  Cartesischen  Punktkoordinaten- 
system gehörendes  System  von  Linienkoordinaten  zu  Grunde;  wir 
benutzen  also  die  in  §  11,  5  eingefühnen  Hesseschen  Koordi- 
naten, welche  wir  bald  mit  Ui,  u^,  Ug,  bald  mit  u,  v,  w^  bezeichnen 
wollen.  In  diesen  Koordinaten  werden  die  unendlichfernen  Kreis- 
punkte durch  die  Gleichung  dargestellt:  uf  4-u|==0.  Mit  der 
durch  die  Gleichung: 

(1)    2AixUiUx  =  0 
in  Hesseschen  Koordinaten  dargestellten  Kurve  sind   alle  Kurven 
konfokal,  deren  Gleichung  in  der  Form: 

(2)      2Aiy  U,  U;r   -f  ;i  (Uf   +  U|)  =  0 

geschrieben  werden  kann. 

Da  alle  durch  einen  der  beiden  unendlichfernen  Kreispunkte 
gehenden  geraden  Linien  Tangenten  an  die  Kurve  uf  +u|  =0 
sind,  so  sind  allen  Kurven  (2)  diejenigen  Tangenten  der  Kurve 
(1)  gemeinschaftlich,  welche  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten 
ausgehen.    Wir  dürfen  daher  auch  folgende  Definition  aufstellen: 

Zwei  Kegelschnitte  sind  konfokal,  wenn  sie  die 
vier  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten  ausgehen- 
den Tangenten  gemeinsam  haben. 

Aus  der  Theorie  der  Kurvenscharen  ergiebt  sich  unmittelbar 
der  Satz: 

Jede  Gerade  wird  von  einer  einzigen  Kurve  berührt, 
die  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  konfokal  ist. 
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2.  In  Bezug  auf  die  Kurve  (1)  ist  zu  einer  gegebenen  Geraden 
jede  andere  Gerade  konjugierte  Polare,  welche  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Pol  der  Geraden,  hindurchgeht.  Zu  den  unendlich- 
lernen  Kreispunkten  sind  je  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Gerade  konjugierte  Polare.  Fällt  man  daher  von  demjenigen 
Punkte  X  der  gegebenen  Geraden  p,  ier  ihr  Pol  in  Bezug  auf 
die  Kurve  (1)  ist,  die  Senkrechte  p'  auf  p,  so  sind  diese  beiden 
Linien  konjugiene  Polare  in  Bezug  auf  alle  Kurven  der  Schar  (2). 
Der  Pol  von  p  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Kurve  (2)  liegt  in  p', 
und  der  Pol  von  p'  für  jede  Kurve  (2)  wieder  in  p.  Die  Geraden 
p  und  p  liegen  harmonisch  zu  den  beiden  Tangenten,  welche 
von  ihrem  Schnittpunkte  aus  an  irgend  eine  Kurve  der  Schar 
gelegt  werden  können;  da  sie  aber  auf  einander  senkrecht  stehen, 
halbieren  sie  die  Winkel,  welche  diese  Tangenten  mit  einander 
bilden. 

3.  Umgekehrt  lege  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  der 
Ebene  die  Tangenten  an  eine  Kurve  der  Schar  und  halbiere  die 
von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch  die  Geraden  p  und  p . 
(Diese  beiden  Geraden  sind  reell,  wenn  auch  die  Tangenten  selbst 
imaginär  sind;  man  überzeugt  sich  aber  leicht,  da(s  von  jedem 
Punkte  aus  auch  reelle  Tangenten  an  Kurven  der  Schar  ausgehen.) 
Die  beiden  Geraden   p   und   p'   sind  offenbar  konjugierte  Polare 
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für  die  ausgewählte  Kurve  der  Schar.  Da  sie  zudem  auf  einander 
senkrecht  stehen,  sind  sie  auch  konjugierte  Polare  für  die  unend- 
lichfernen Kreispunkte  und  somit  für  jede  Kurve  der  Schar.  Sie 
bilden  daher  gleiche  Winkel  mit  den  an  einen  andern  konfokalen 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten. 

Die  Winkel,  welche  die  von  einem  beliebigen  Punkte 
aus  an  konfokale  Kegelschnitte  gezogenen  Tangenten 
mit  einander  bilden,  werden  durch  dasselbe  Linienpaar 
halbiert. 

4.  Diejenige  Kurve  der  Schar,  welche  von  der  Geraden  p 
berührt  wird,  mufs  durch  den  Schnittpunkt  mit  p'  gehen.  Denn 
auch  in  Bezug  auf  diese  Kurve  sind  die  Geraden  p  und  p'  kon- 
jugierte Polare;  zu  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  sind  aber 
nur  diejenigen  Geraden  konjugierte  Polare,  welche  durch  ihren 
Berührungspunkt  gehen.  Aus  demselben  Grunde  geht  durch  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  p  und  p'  auch  diejenige  Kurve  der 
Schar,  welche  von  p   berührt  wird.    In  jedem  Punkte  der  Ebene 

treffen  sich  zwei  konfokale 
Kegelschnitte  so,  dafs  ihre 
Tangenten  und  somit  auch 
die  Kurven  auf  einander  senk- 
recht stehen.  Dafs  durch 
einen  beliebigen  Punkt  nicht 
mehr  als  zwei  Kurven  der 
Schar  gelegt  werden  können, 
geht  schon  aus  dem  in  §  24, 6 
bewiesenen  Satze  hervor. 

Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  gehen  zwei  reelle 
Kurven,  welche  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  kon- 
fokal sind;   diese  beiden  Kurven  schneiden  einander  in 
dem  gegebenen  Punkte  rechtwinklig. 

5.  Wenn  umgekehrt  zwei  konfokale  Kegelschnitte  einander 
schneiden,  so  sind  die  in  einem  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
an  sie  gelegten  Tangenten  konjugierte  Pobre  für  beide  Kurven 
und  damit  für  alle  Kurven  der  Schar.  Sie  müssen  daher  auch 
konjugierte  Polare  für  die  unendlichfernen  Kreispunkte  sein,  also 
auf  einander  senkrecht  stehen. 
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Zwei  einander  schneidende  konfokale  Kegelschnitte 
stehen  in  jedem  ihrer  Schnittpunkte  auf  einander  senk- 
recht. 

6.  Bei  der  Verwandlung  der  Koordinaten  bleibt,  falls  auch 
das  neue  Koordinatensystem  ein  Hessesches  ist,  die  Form  u}  -f  u} 
ungeändert.  Wir  dürfen  daher  für  die  Kurve  (l)  die  einfachste 
Form  in  Hesseschen  Koordinaten  voraussetzen.  Sehen  wir  von 
dem  Falle  ab,  dafs  die  sämtlichen  Kurven  der  Schar  unendlich- 
ferne Punktepaare  sind,  so  bleiben  uns  zwei  verschiedene  Mög- 
lichkeiten, nämlich 

a)  konfokale  Mittelpunktskurven,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(3)     {a  +  X)u^-\-{ß+X)v*  =  ^* 
vorausgesetzt  werden  kann,  und 

b)  konfokale  Parabeln,  für  deren  Untersuchung  wir  die  Glei- 
chung zu  Grunde  legen: 

(4)     ;iu«-f(l  +>l)v''  +  2auw=.0. 
Auch   dürfen   wir  in  (3)  die  Koefficienten  a  und  ß  als  un- 
gleich, etwa  a'^  ß  voraussetzen,  da  wir  den  Fall  gleicher  Koeffi- 
cienten in  §  29,  8  untersucht  haben. 

7.  Die  Gleichung  (3)  stellt  für  sehr  grofse  negative  Werte 
von  l  eine  imaginäre  Kurve  dar.  Diese  geht  für  jl  =  —  a  in 
ein  imaginäres  Punktepaar  über,  welches  auf  der  y-Axe  liegt. 
Wenn  a  >-  —  X^ß  ist,  erhalten  wir  eine  Hyperbel,  für  welche 
die  x-Axe  die  reelle,  die  y-Axe  die  imaginäre  Axe  ist.  Zu  dem 
Werte  X=^  —  ß  gehört  ein  reelles  Punktepaar  auf  der  x-Axe,  und 
für  ;i>  —ß  erhalten  wir  eine  Ellipse.  Demnach  enthält  eine 
solche  Schar  alle  verschiedenen  Arten  von  eigentlichen  Mittel- 
punktskurven und  drei  zerfallende  Kurven.  Die  uneigentlichen 
Kurven  sind 

a)  das  Paar  der  Kreispunkte  in  der  unendlichfernen  Geraden 

u2  +  V«  =  0, 
ß)  ein  imaginäres  Punktepaar  in  der  y-Axe: 
W-«)v«  =  w«, 

c)  ein  reelles  Punktepaar  in  der  x-Axe 

(a  _  ^)  u«  =  w«. 
Einen  jeden  Punkt,  der  einem  der  beiden  letzten  Paare  an- 
gehört, nennen  wir  einen  Brennpunkt  für  jede  durch  die  Glei- 
chung (3)  dargestellte  Kurve. 
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Jeder  Mittelpunktskegelschnitt  hat  zwei  Paare  von 
Brennpunkten,  und  zwar  zwei  reelle  und  zwei  imagi- 
näre. Für  die  Ellipse  liegen  die  reellen  Brennpunkte 
auf  der  grofsen,  für  die  Hyperbel  auf  der  reellen  Axe. 

Da  nach  1.  die  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten  an 
einen  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  auch  jede  konfokale  Kurve 
berühren,  so  sind  diese  Linien  auch  Tangenten  für  jedes  Paar 
Brennpunkte;  sie  gehen  also  durch  diese  Punkte  hindurch. 

Die  von  den  unendlichfernen  Kreispunkten  an  einen 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  schneiden  sich  in  den 
Brennpunkten. 

8.  Die  Kurven  der  Schar  (8)  haben  ein  gemeinschaftliches 
Polardreieck,  welches  aus  der  unendlichfernen  Geraden  und  den 
Axen  der  Kurven  gebildet  wird.  Jede  dieser  drei  Linien  hat  für 
die  ganze  Schar  denselben  Pol,  während  einer  jeden  andern  Geraden 
nur  eine  einzige  zweite  Gerade  als  konjugierte  Polare  in  Bezug 
auf  alle  Kurven  der  Schar  zugeordnet  ist. 

y.  Die  reellen  Brennpunkte  liefern  uns  eine  einfache  Kon- 
struktion konjugierter  Polaren.  Wenn  die  Gerade  p  die  Axe  der 
reellen  Brennpunkte  in  einem  Punkte  a  trifft,  so  mufs  die  kon- 
jugierte Polare  p'  durch  den  Punkt  ß  gehen,  welcher  zu  a  den 
Brennpunkten  gegenüber  harmonisch  liegt;  man  erhält  also  p  als 
die  von  ß  auf  p  gefällte  Senkrechte. 

10.  Geht  die  Gerade  p  durch  einen  Brennpunkt,  so  mufs 
auch  p  durch  denselben  Punkt  gehen,  damit  p  und  p'  kongugierte 
Polare  in  Bezug  auf  die  durch  die  Brennpunkte  gebildete  zer- 
fallende Kurve  sind.  Daher  ist  die  gemeinsame  Polare  p'  die 
in  diesem  Punkte  auf  p  errichtete  Senkrechte.  Mit  andern  Worten : 
Jeder  durch  einen  Brennpunkt  gehenden  Geraden  entspricht  als 
gemeinsame  Polare  die  in  demselben  Punkte  auf  ihr  errichtete 
Senkrechte.  Die  Gerade  p'  enthält  den  Pol  von  p  in  Bezug  auf 
irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schar;  ebenso  liegen  die  Pole  von 
p'  in  Bezug  auf  eine  solche  Kurve  in  der  Geraden  p. 

Jede  durch  einen  Brennpunkt  gehende  Gerade  hat 
ihren  Pol  (in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt)  senkrecht 
über  diesem  Punkte. 

Wenn  eine  Gerade  durch  einen  Brennpunkt  einer 
Schar   von   konfokalen  Kegelschnitten   geht,  so   liegen 
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die  ihr  in  Bezug  auf  die  Kurven  zugeordneten  Pole  in 
derjenigen  Senkrechten,  welche  auf  ihr  in  diesem  Punkte 
errichtet  wird. 

11.  Die  Polare  eines  Brennpunktes  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt bezeichnet  man  als  die  zugehörige  Direktrix.  Sobald 
ein  Brennpunkt  F   und   die   zugehörige   Direktrix   d  gegeben   ist. 


findet  man  den  Pol  einer  beliebigen  durch  F  gehenden  Geraden  p 
als  den  Schnittpunkt  n  der  in  F  auf  p  errichteten  Senkrechten 
mit  der  Direktrix.  In  diesem  Punkte  jr  müssen  sich  aber  auch 
die  Tangenten  schneiden,  welche  in  den  Schnittpunkten  von  p 
die  Kurve  berühren.     Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  auf  irgend  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts 
von  ihrem  Berührungspunkte  und  einer  Direktrix  be- 
grenzte Strecke  wird  von  dem  zugehörigen  Brenn- 
punkte aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen. 

12.  Ordnet  man  in  einem  Strahlenbüschel  jedem  Strahle  den 
durch  seinen  Pol  gehenden  Strahl  zu,  so  erhält  man  eine  Invo- 
lution (§  -22,  11,  6).  Indem  man  zum  Mittelpunkte  des  Strahlen- 
büschels einen  Brennpunkt  der  Kurve  nimmt,  liegt  jeder  Pol 
senkrecht  über  diesem  Punkte;  zwei  konjugierte  Polare  eines 
Kegelschnitts,  die  durch  einen  Brennpunkt  gehen,  stehen  jedesmal 
auf  einander  senkrecht.  Die  soeben  angegebene  Involution  wird 
zu  einer  Kreisinvolution,  sobald  man  einen  Brennpunkt  zu  ihrem 
Scheitel  nimmt. 
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Die  Paare  der  sich  in  einem  Brennpunkte  treffen- 
den konjugierten  Polaren  eines  Kegelschnitts  bilden 
eine  Kreisinvolution. 

13.  Zu  den  von  einem  Punkte  der  Ebene  an  eine  Kurve  der 
Schar  gelegten  Tangenten  gehören  auch  die  nach  einem  Paare 
von  Brennpunkten  gezogenen  Geraden.  Für  diese  Linien  gelten 
daher  auch  die  in  2.  und  3.  bewiesenen  Sätze.  Speciell  folgt 
somit : 

Die  Winkel,  welche  die  von  einem  Punkte  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  nach  den  Brennpunkten  gezoge- 
nen Geraden  mit  einander  bilden,  werden  durch  die 
Tangente  und  die  Normale  des  Punktes  halbiert. 

14.  In  rechtwinkligen  Punktkoordinaten  nimmt  die  Gleichung 
(3)  die  Gestalt  an: 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 
(6)     {a+  X)(ß  +  X)  -  iß  +  X)x^  -  (a  +  X)y^  =  0, 

Denken  wir  hierin  x  und 
y  gegeben  und  nehmen  wir 
an,  beide  seien  von  null  ver- 
schieden, so  wird  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (6)  für 
grofse  Wene  von  X  positiv; 
für  X=  —  ß  nimmt  sie  den 
Wert 

an,  der  negativ  ist;  dagegen 
wird  sie  für  ;i  =  —  a  gleich 
—  {ß  —  ö)  X*  und  erhält  wie- 
der einen  positiven  Wert. 
Somit  geht  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  für  einen 
gewissen  Wert  ;i  =  ;i, ,  der  >  -  ^  ist,  vom  Positiven  zum  Ne- 
gativen, und  für  einen  zweiten  Wert  X=^X%y  der  zwischen  -  a 
und  —  ß  liegt,  vom  Negativen  zum  Positiven  über.  Die  Gleichung 
(6)  hat  somit  bei  gegebenen  Werten  von  x  und  y,  die  von  null 
verschieden  sind,  zwei  Wurzeln  Xi   und  X^, 
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Dabei  stellt  die  Gleichung 

eine  Ellipse,  die  Gleichung 

eine  Hyperbel  dar. 

Durch  jeden  Punkt,  der  nicht  in  einer  der  Axcn 
liegt,  geht  eine  Hyperbel  und  eine  Ellipse  der  Schar. 

15.  Die  Gleichung  (6)  hat  bei  gegebenen  Werten  von  x  und 
y  die  beiden  Wurzeln  Xi  und  X^.  Daher  gilt  für  jeden  Wert  von 
X  die  Beziehung: 

(X-  X,){X-  X,)  =  {a  +  X){ii  -\-  X)-(ß  +  X)x*  ^  {a  +  X)yK 
Setzen  wir  in   dieser  Gleichung  einmal  X  =  —  a  und  dann 
X  =  —  ß,  so  erhalten  wir  die  Beziehungen : 

(a  +  X,)(a  +  X,)  =  (a^ß)x' 
(ß  +  X,)iß  +  X,)  =  -(a-ß)yK 
Daraus  ergiebt  sich: 

^^^    ""   -  a^ß  '    ^   ■"  ^-a 

Denken  wir  uns  jetzt  Xj  und  X^  gegeben,  suchen  wir  also 
die  Schnittpunkte  der  zu  diesen  Parametern  gehörenden  Kurven, 
so  erhalten  wir  reelle  Werte  für  x  und  y,  wenn  a  +  A,  und 
u-\-Xi  dasselbe,  dagegen  ß  +  Xi  und  ß  +  Xt  entgegengesetztes 
Vorzeichen  haben.  Wegen  der  zweiten  Forderung  mufs  von  den 
Gröfsen  Xi  und  Xi  die  gröfsere  Xi  gröfser,  die  kleinere  Xt  kleiner 
als  —  ß  sein.  Da  —  /3  >  —  a  ist,  so  ist  auch  ;i|  gröfser  als 
—  a.  Demnach  mufs  wegen  der  ersten  Forderung  auch  Aj  >> — a 
sein.  Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  ist  mit  andern 
Worten  die  eine  der  beiden  konfokalen  Kurven  eine  Ellipse,  die 
andere  eine  Hyperbel,  so  erhalten  wir  für  x,  y  vier  reelle  Wcrtc- 
paare. 

Zwei  gleichartige  konfokale  Kegelschnitte  haben 
keinen  Punkt  gemeinschaftlich;  dagegen  schneiden  sich 
zwei  konfokale  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  eine 
Ellipse,  der  andere  eine  Hyperbel  ist,  in  vier  Punkten, 
die  zu  den  Axen  symmetrisch  liegen. 

16.  Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  x,  y  durch 
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x',  y'  und  subtrahiert  diese  Gleichungen  von  einander,   so  folgt 
nach  Weglassung  des  Faktors  Xi  —  X^ : 


(10) 


''i 


+ 


=  0. 


(a  +  Xi)(a  +  X,)   •   {ß  +  X,)(ß  +  X,) 
Um  diese  Gleichung  zu  interpretieren,  beachte  man,  dafs  die 
Gleichung  der  im  Punkte  (x',  y)  an  die  Kurven  (7)  und  (8)  ge- 
legten Tangenten  bzw.  die  Gleichungen  haben: 

"'    •    yy'   -_  1     ^'   ^  _yy' 


(11) 


Nun  stehen  zwei  gerade  Linien  ax  -j-  by=  1  und  a'x-}-b'y  =  l 
auf  einander  senkrecht,  wenn  aa'  +  bb'  =  0  ist.  Für  unsere  beiden 
Tangenten  ist 

y'  , x'        , ,  x' 


a  = 


b  = 


b'  = 


a  +  X,'-       ß  +  X,'  a  +  X,  ß  +  X^ 

Die  Gleichung  (10)  sagt  also  aus,  dafs  die  beiden  Tangenten 

auf  einander  senkrecht  stehen;    sie  liefert  einen  zweiten  Beweis 

des  Satzes,  dafs  ungleichartige  konfokale  Kegelschnitte  einander 

senkrecht  durchschneiden. 

17.  Wir  wollen  kurz  auf  die  Gleichung  (4)  hinweisen.   Diese 

stellt  für   jeden  Wert   von   X   eine   Parabel   dar.     Zu   der   Schar 

gehört    aufser    den    unendlichternen    Kreispunkten    ein    einziges 

Punktepaar : 

u(u  +  2a  wj  ==  0. 

Wir  können  diese  Schar  aus  der  soeben  betrachteten  dadurch 
gewinnen,  dafs  wir  einen  Brennpunkt  und  die 
Nebenaxe  ins  Unendlichferne  rücken  lassen. 
Alle  diese  Parabeln  »liegen  symmetrisch  zur 
x-Axe;  ihr  Schnittpunkt  mit  dieser  Geraden, 
der  Scheitel  der  Kurve,  kann  jede  Lage  auf 
dieser  Geraden  annehmen.  Nur  solche  Pa- 
rabeln schneiden  einander,  deren  Scheitel  auf 
verschiedenen  Seiten  des  eigentlichen  Brenn- 
punktes liegen.  Im  übrigen  erleiden  die  vorhin 
angegebenen  Sätze  so  geringe  Veränderungen, 
dafs  es  nicht  nötig  ist,  sie  hier  anzugeben. 

Übungen : 

1)  a)  Von  welcher  allgemeinen  Aufgabe 
ist   die   folgende   ein    specieller   Fall:    Einen 
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Kegelschnitt  zu  konstruieren,  wenn  seine  Brennpunkte  und  eine 
Tangente  gegeben  sind? 

b)  Man  löse  diese  Aufgabe. 

c)  Wo  liegt  der  Pol  der  Geraden,  welche  den  gefundenen 
Berührungspunkt  mit  einem  Brennpunkte  verbindet? 

d)  Wie  findet  man  nach  Lösung  von  b)  und  c)  den  Pol  zu 
einer  beliebigen  durch  einen  Brennpunkt  gehenden  Geraden? 

2)  a)  Man  gebe  die  allgemeine  Aufgabe  an,  von  der  die 
folgende  ein  specieller  Fall  ist:  Einen  Kegebchnitt  zu  konstruieren, 
von  dem  die  Brennpunkte  und  ein  Punkt  gegeben  sind? 

b)  Man  löse  die  den  Aufgaben  l)  b),  c),  d)  entsprechenden 
Aufgaben. 

3)  a)  Man  gebe  die  allgemeine  Aufgabe  an,  von  der  die 
folgende  ein  specieller  Fall  ist:  Einen  Kegelschnitt  aus  einem 
Brennpunkte  und  drei  Tangenten  zu  konstruieren. 

b)  Man  löse  diese  Aufgabe. 

(Bestimmt  man  jeden  Gegenpunkt  des  Brennpunktes  zu  drei 
Tangenten,  so  mufs  der  andere  Brennpunkt  von  diesen  drei 
Punkten  gleichen  Abstand  haben.) 

4)  Man  leite  aus  den  im  Paragraphen  angegebenen  Sätzen 
den  Satz  her,  dafs  bei  der  Ellipse  die  Summe,  bei  der  Hyperbel 
die  Differenz  der  Brennstrahlen  konstant  ist. 

5)  Wenn  die  Gleichung  einer  Schar  konfokaler  Kegelschnitte 
in  Linienkoordinaten  gegeben  ist,  so  bestimme  man  diejenigen 
Kurven,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 

(Soll  der  zum  Parameter  i  gehörende  Kegelschnitt  durch  den 
Punkt  x'u  +  y'v  +  w  =  0  gehen,  so  schaffe  man  aus  der  Gleichung 
des  Punktes  und  der  der  Schar  die  Gröfse  w  fort  und  suche  die 
Bedingung,  dafs  die  neue  Gleichung  für  den  Quotienten  u  :  v 
gleiche  Wurzeln  hat.) 

6)  a)  Sucht  man  zu  jeder  Geraden,  welche  durch  einen  festen 
Punkt  «  einer  Axe  des  Kegelschnitts  geht,  die  auf  ihr  senkrecht 
stehende  konjugierte  Polare,  so  gehen  alle  dadurch  gefundenen 
Geraden  durch  einen  zweiten  festen  Punkt  derselben  Axe. 

b)  Die  auf  diese  Weise  gefundenen  Punktepaare  a  und  d 
bestimmen  eine  Involution  auf  der  Axe,  deren  Hauptpunkte  die 
Brennpunkte  sind. 

c)  Zusammengehörende  Tangenten  und  Normalen  eines  Kegel- 
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Schnitts  bestimmen  auf  jeder  Axe  eine  Involution,   deren  Haupt- 
punkte die  Brennpunkte  sind. 

d)  Konstruien  man  zu  allen  Geraden,  die  durch  einen  festen 
Punkt  einer  Axe  gehen,  für  eine  Schar  konfokaler  Kegelschnitte 
die  gemeinschaftlichen  konjugierten  Polaren,  so  gehen  diese  durch 
einen  festen  Punkt  a  derselben  Axe,  der  zum  Punkte  a  in  Bezug 
auf  die  in  der  Axe  gelegten  Brennpunkte  harmonisch  liegt. 

7)  In  Hesseschen  Koordinaten  Ui,  Us,  Uj  sei  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  J^A7xUiUx  =  0;  man  soll  die  Brennpunkte 
der  Kurve  finden. 

(Die  Brennpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  von  den  Punkten 
Ui  ±iu2=0  ausgehenden  Tangenten.) 

8)  Wenn  Xi  :  xs  und  X2 :  xa  rechtwinklige  Cartesische  Koordi- 
naten sind  und  in  ihnen  ein  Kegelschnitt  die  Gleichung  hat: 
2^ixXtXx  =0,  so  sollen  die  Koordinaten  der  Brennpunkte  be- 
stimmt werden. 
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